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VORWORT. 



JJer vorKegende Versuch fand seine Entstehung in dem 
Wunsche , zur weiteren Verbreitung der Kenntniss der ellip- 
tischen Functionen etwas beizutragen. Wir besitzen zwar 
seit zwei Jahren in dem Buche „Theorie des foncHmis double" ' 
ment periodiques et, en particulier, des foncüons eliipiiques pur 
ßriot et Bouquet. Paris , 1859" eine vollständige Darstellung 
der Theorie dieser Functionen; allein, wenngleich die dort 
ausgeführte, von der Theorie der Functionen einer com- 
plexen Veränderlichen ausgehende Behandlungsweise un- 
zwdfelhaft die richtigste ist, da--s^.^allein eine deutliche 
Vorstellung von der Natur de^ elliptSl&ifi^ Functionen, na- 
mentlich von dem Wesen dej^rdoj][pfel1Je^'»S^ zu ge- 
währen vermag, so möchte sie doch füf^ipLJenigen, welcher 
zum ersten Male an die neuen/Functione^^erantritt, mit zu 
vielen Schwierigkeiten verknüpft uhd-däher zum ersten Stu- 
dium weniger geeignet erscheinen. Hiezu schien vielmehr 
der historische, von Abel und Jacohi zuerst betretene Weg, 
auf welchem die elliptische Function durch die Umkehrüng 
des elliptischen Integrals entsteht, und auf welchem mit den 
imaginären Grössen, ich möchte sagen, in ^i//^r'scher Weise 
operirt wird, ohne vor der Hand auf die nähere Bedeutung 
derselben einzugehen, immer noch der passendste zu sein: 
zumal da die elliptischen Functionen auch mancherlei Anwen- 
dungen gestatten, in denen nur reelle Grössen auftretea; 



VI VORWORT. 

Allerdings bietet sich hier eine Schwierigkeit dar, die be- 
sonders vo/i Eisenstein in der Abhandlung „Bemerkungen zu 
den elliptischen und AbePschen Transcendenten" (Crelle's 
Joum. Bd. 27. p. 188) hervorgehoben worden ist, "nämlich 
die, dass das elliptische Integral eine vieldeutige Function 
der oberen Grenze sein muss, wenn die Umkehrung eine 
periodische Function sein soll; und diese Schwierigkeit lässt 
sich kaum anders, als durch Befrachtung complexer Varia- 
bein beseitigen. Deshalb wurde der Ausweg ergrififen, die 
Theorie zuerst in der angedeuteten Weise zu behandeln, am 
Schlüsse aber einen Abschnitt über Functionen einer com- 
plexen Veränderlichen und die Vieldeutigkeit bestimmter In- 
tegrale hinzuzufügen. 

Es schien zweckmässig und das Verständniss fördernd, 
gleich im Anfange die Anwendbarkeit der elliptischen Func- 
tionen an einem Beispiele zu zeigen; dazu wurde die Be- 
wegung des ebenen Pendels gewählt. Der Anwendungen 
wegen durfte auch die ßeduction der elliptischen Integrale 
auf die Normalform nicht fehlen, da dieselben wohl nur 
in den seltensten Fällen sich in der zur weiteren Behand- 
lung nothwendigen einfachsten Gestalt darbieten werden. 
Ferner, schien es wünschenswerth, die geometrischen An- 
wendungen Lagrang^s und Jacobi's im Zusammenhange dar- 
zustellen. 

In einigen Theilen, unter denen der IVte Abschnitt, 
§. 32 des VIII. Abschnitts, namentlich aber die im XIII. 
und XIV. Abschnitte gegebenen Methoden der Zerfällung 
der Function Sinus Amplitude in Factoren und der Ent- 
wickelung der Reihen aus den unendlichen Producten be- 
sonders hervorzuheben sind, haben mir die Vorlesungen 
meines hochverehrten Lehrers, des Herrn Professor Richelot in 
Königsberg, zur Richtschnur gedient. Der Abschnitt VI 
wurde hauptsächlich wegen seiner Wichtigkeit für die Auf- 
findung der in den verschiedenen Fällen nothwendigen Sub- 
stitutionsformeln mit aufgenommen, wenngleich zugestanden 
sterden muss, dass manche der darin enthaltenen Betrach- 
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ttwgen erst unter vollständiger Berücksichtigung complexar 
Yariabeln ganz in Ordnung gebracht werden können. Vom 
XIV. Abschnitte an bin ich den „Fundamenten'* Jacöbis 
gefolgt, in der Absicht; das Verständniss derselben zu er- 
leichtem. Das Problem der allgemeinen Transformation ^ so« 
vde der Multiplication imd Division der elliptischen Func- 
tionen wurde ganz von der Behandlung ausgeschlossen^ ein-* 
mal; weil dasselbe zum ersten Studium nicht unbedingt 
nothwendig erschien, dann aber, weil dieser Abschnitt ge- 
rade zweckmässiger behandelt werden kann, wenn man von 
der Theorie der Functionen einer complexen Veränderlichen 
ausgeht. Dei* Abschnitt XX enthält die Ausführung eines 
grösseren Beispiels für die Anwendung der elliptischen Func- 
tionen und bildet einen Theil einer im Jahre 1849 vollen- 
deten, aber ungedruckt gebliebenen Arbeit über das sphä- 
rische Pendel. Die Mittheilung desselben erschien auch des- 
wegen zweckmässig, weil darin einiges enthalten ist, was 
in der weiter gehenden Abhandlung von Dumas „Ueber die 
Bewegung des ßaumpendels mit Rücksicht auf die Rotation 
der Erde" (Crelle's Joum. Bd. 50.) vorausgesetzt wird. 
Der letzte Abschnitt hat zum Zwecke, die im Eingange 
erwähnte Schwierigkeit zu heben, indem versucht wurde, 
die Elemente der Theorie der Functionen einer complexen 
Variabein wenigstens insoweit darzustellen, als zum Nach- 
weise der Vieldeutigkeit bestimmter Intiegrale erforderlich 
war. Damit wurde zugleich die Absicht verbunden, den 
Leser auf deii Standpunkt hinzuführen, aus welchem die 
Theorie der elliptischen Functionen in der erwähnten Schrift 
von Briol und Bouquei behandelt worden ist, und aus wel-' 
chem in Zukunft, wenn alle Schwierigkeiten geebnet, alle 
Dunkelheiten aufgehellt sein werden, die Theorie der Func- 
tionen überhaupt allem Vermuthen nach schon in den 
Elementen bdiandelt werden wird. 

Ich habe mich bemüht, die Quellen so vollständig, als 
es mir möglich war, anzugeben. Dies war im letzten Ab- 
schnitte mit einigen Schwierigkeiten verknüpft, und ob- 
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gleich ich viele Mühe darauf verwandt habe, zweifle ich 
bei der grossen Anzahl der zerstreuten Abhandlungen Cau- 
chy'Sy bei den vielfältigen darin vorkommenden Wiederho- 
lungen und der Mangelhaftigkeit der in ihnen enthaltenen 
Nachweisungen, ob es mir gelungen sein wird, überall die 
ersten und maassgebenden Arbeiten aufzufinden. In dieser 
Beziehung, wie überhaupt, sei dieser Versuch der Nach- 
sicht der -Kenner empfohlen. 

Zürich, im September 1861.. 

H. Duröge. 
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Erster Abschnitt 
Begriff der elliptrschen Functionen. 



Die elliptischea Functionen sind eine . Gattung von 
Functionen, welclie sich den Exponentiai- und trigonometrischen 
Functionen aufs innigste anschliessen, und zwar so, dass die letz- 
teren beiden Gattungen als specielle Fälle in jenen enthalten sind. 

Die trigonometrischen und Exponehtialfunctionen besitzen in 
vieler Beziehung Vorzüge vor ihren Umkehrungen, den cyclome- 
trischen Functionen und Logarithmen. ^ Es ist bekannt, mit wel- 
cher Geschmeidigkeit sich die Sinus, Cosinus, Tangenten u. s. w. 
in die mannigfalügsten Beziehungen zu einander bringen lassen, 
ond wie dadurch diese Functionen besonders geschickt sind, ana- 
lytischen Ausdrucken eine zur numerischen Berechnung bequeme 
Gestalt zu geben. Die Exponentialfunctionen erfreuen ^ch einer 
eben solchen Geschmeidigkeit, da sie ja in der That nichts an- 
deres, als trigonometrische Functionen von imaginären Variabein 
sind; doch ist es dann nicht sowohl die einfache Exponential- 
function e", als vielmehr solche Combinationen wie 

ßX ^. — M ßX e — X ßX ß — X 

2 ' 2 ' e* + c— ** 

welche den trigonometrischen Functionen an die Seite zu stellen 
sind. 

Ausser diesen allgemeinen Vorzügen besitzen die genannten 
Functionen noch einige besondere Eigenschaften, durch die sie 
sich vor ihren Umkehrungen auszeichnen: 

1; Die unendlichen Reihen, in welche sie sich entwickeln 
lassen, convergiren für jeden beliebigen Werth der Variabein. 

Diiruge, ellipt. Functioaen. \ 
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Es gilt dies freilich bei den trigonometrischen Functionen nur 
vom Sinus und Cosinus, jedoch hat man diese wohl als die Haupt- 
repräseni$inten der trigonometrL<^chen Functionen anzusehen. Ja, 
da Sinus und Cosinus für imaginäre Argumente in Exponential- 
functionen übergehen und umgekehrt, so convergiren diese Reihen 
nicht blos für alle reellen, sondern auch für alle imaginären 
Werthe der Variabein. 

2) Sie lassen sich in Factoreufolgen entwickeln, sowohl von 
einer endlichen als auch unendlichen Anzahl von Facloren. 

3) Die Function der Summe zweier Variabein lässt sich durch 
die Functionen der einzelnen Variabein auf einfache Weise alge- 
braisch ausdrücken. So ist z. ß, 

sin {x + y) = sin a: cos y + cos x sin y 

4) Sie sind periodische Functionen; und zwar ist der 
Index der Periode, d. h. die Grösse, um welche man das Ar- 
gument der Function vermehren oder vermindern kann, <ihne dass 
der Werth der Function sich verändert, bei den trigonometrischen 
Ifunctionen reell, nämlich 2«, bei den Exponentialfunctionen da- 
gegen imaginär, nämlich 27ti*). 

5) Die Differentialquotienten der trigonometrischen und Ex- 
ponentialfunctionen sind wieder Functionen derselben Art, z. B. 

d sin X de^ 

— -—— == cos X. -T- = eoo. 
dx ^ dx 

Die Differentialquotienten der Logarithmen und cyclometrischen 
Functionen sind algebraische Functionen, z. B. 

rfjog X 1 d arc sin x 1 

dx x^ dx yi ^2 

Daraus folgt, dass die Logarithmen und cyclometrischen Functio- 
nen sich als Integrale algebraischer Functionen darstellen 
z. B. 

l)/f = log ^.- 2)/j7if^, = '«g (^ + KTT^); 



*) Wenn keine besondere Bedeutung angegeben wird, so soll stets, 
wie üblich, unter n die Ludolphische Zahl, unter e die Basis der natür- 
lichen Logarithmen und unter i die Y — l verstanden werden. 
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3)yfe = 4 log L±|,. ,^J^^ = arc sin .; 



5)/r 



j^ c= arc tga:; 



wobei die unteren Grenzen jedesmal so gewählt worden sind, 
dass die* willkürliche Constante verschwindet. 

Wir wollen zunächst diese letzte sehr wichtige Eigenschaft 
einer näheren Betrachtung unterwerfen. Sieht man in den ver- 
stehenden Integralen die ohere Grenze als veränderlich an, so 
kann man sagen, dass die Logarithmen und cyclometrischen 
Functionen algebraische Integrale sind, diese Integrale als Func- 
tionen ihrer oberen Grenze betrachtet. Nun sind die trigonome- 
trischen und Exponentialfunctionen die Umkehrungen jener; wäh- 
rend also die letzteren sich als Integrale darstellen lassen, bilden 
die ersteren die veränderlichen oberen Grenzen dieser Integrale; 
oder mit anderen Worten: Betrachtet man in gewissen algebrai- 
seh«[i Integralen das Integral als Function der oberen Grenze, 
so ist die^ Function ein Logarithmus oder eine cyclometrische 
Function; betrachtet man aber umgekehrt bei denselben Integra- 
len die obere Grenze als Function des Integrals, so ist eine solche 
Function eine Exponential- oder eine trigonometrische Function. 
Setzen wir in den obigen Beispielen nach der Reihe 

10 

und betrachten jedesmal u als Function von x, so ist nach der 
Reihe 



\) u = log X, 2) 1/ = log (a: + j/l + x'^) 
3) 1/ = ^ log j^— , 4) M = arc sin x, 5) w = arc tg x. 

Betrachtet man aber umgekehrt jedesmal x als Function von 
t/, so ergiebt sich leicht nach der Reihe 

1* 
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l)a: = e\ 2) o: = -^— , S) x = ^^^^-^^ 
4) 00 -- siii u, 5) a: = tg w. 

Diese Betrachtungsweise ist wesentlich keine andere, als die- 
jenige, welche z. B. bei der Einfuhrung der Logarithmen in der 
elementaren Mathematik gemacht wird.*) 

§ 2. 

Die zuletzt angestellte Betrachtung wandte Abel auf ein zu- 
sammengesetzteres algebraisches Integral an, nämlich auf das 
folgende: - 



J K(l - ^«) (1 - k^^) ~ ""' 



in welchem k eine positive Constante, die kleiner als 1 ist, be- 
deutet.**) Der wesentHche Unterschied dieses Integrals von den 
im vorigen § betrachteten ist der, dass e& ein irrationales Inte- 
gral, und die Grösse unter dem Wurzelzeichen vom 4*en Grade ist. 



*) Dabei entsteht allerdings eine Schwierigkeit, die hier nicht uner- 
wähnt bleiben mag. Da nämlich die oben erwähnten Functionen von u 
periodische Functionen sind, sodass einem und demselben Werthe von x 
mehrere verschiedene Werthe von u angehören, so müssen die obigen In- 
tegrale, welche Functionen von x sind, vieldeutige Functionen sein. Nach 
der gewöhnlichen Definition eines bestimmten Integrals aber sieht man 
nicht ein, wie ein solches vieldeutig sein könne. Ueber die Hebung dieser 
Schwierigkeit und den Nachweis, dass bestimmte Integrale in der That 
vieldeutig sein können, verweisen wir auf den im Anhange behandelten 
Abschnitt XXI. 

**) Abel ging in seiner ersten Abhandlung über die elliptischen 
Functionen ,,Recherches sur les fonctions elliptiques" Crelle's Journ. 
Bd. 2 und Oeuvres compUtes de N. H. Abel Tome I. No. XII. allerdings 
von einer etwas anderen ^orm aus, nämlich von dem Integral 



^ ^ /• dx 



) (1 + e«a7«) 

Die im Text angegebene Form wurde von Legendre als Normalform des 
elliptischen Integrals erster Gattung aufgestellt. Jacobi ging wieder auf 
dieselbe zurück, und sie wurde' später auch von Abel als Aus^angspunct 
adoptirt. 
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H'ähreod jene Integrale entweder rational sind, oder unter dem 
Wunelzeichen dne Function des zweiten Grades haben. 

Dieses Integral hatte die Mathematiker vor Abel schon viel- 
fach beschäftigt. Gleich nach der Erflndung der Differential- und 
Integralrechnung durch Leibnitz und Newton entstand die 
Aufgabe, die Integrale der verschiedenen Functionen, namentlich 
^^v algebraischen Functionen, so viel als möglich auf schon be- 
kannte Functionen zurückzuführen. Dies gelang auch mit allen 
rationalen algebraischen Functionen und mit denjenigen irratio- 
Äalen Functionen, welche nur eine Quadratwurzel aus einem Aus- 
druck des zweiten Grades enthalten. Die Reduction dieser Inte- 
grale wurde theils von Leibnitz selbst« theils von Jacob und 
Johann BernouUi ausgeführt und durch Euler zu einem ge- 
wissen Abschlüsse gebracht. Allein bei denjenigen Integralen, 
die die Quadratwurzel aus einem Ausdruck enthalten, der den 
zweiten Grad übersteigt, gelang die Reduction auf schon bekannte 
FuDctioneu nicht. Anfangs glaubte man zwar dies der UnvoU- 
kommenheit der Methoden zuschreiben zu müssen, bald aber er- 
kannte man, dass man es in der That mit ganz neuen Functionen 
zu thun habe. Mit denjenigen unter diesen Integralen, deren 
Radical den 4ten Grad nicht übersteigt, beschäftigte sich nun zu- 
nächst Euler, dann aber vorzüglich Legend re, der diesen 
Integralen deu Namen elliptische Functionen gal), weil die Recti- 
fication der Ellipse auf ein Integral dieser Art führt. Jetzt 
nennt man nach Jacobi diese Integrale elliptische Integrale 
zum Unterschiede von den eigentlichen elliptischenFunctio^ 
nen, von denen- sj:»gleich die Rede sein soll. Legendre legte 
seine Untersuchungen in den zwei grossen Werken „Exercices 
du calcul integraV und „Traile des fonctions elliptiques" nieder 
und zeigte darin unter anderem, dass sich alle elliptischen Inte- 
grale auf drei verschiedene Formen zurückführen lassen, welchen 
€r die Namen, Elliptisches Integral der ersten, zweiten 
und dritten Gattung gab. 
Das oben erwähnte Integral 



(1) 



J V{i - x») (1 - 



Ar'x«) 



ist nun das elliptische Integral der ersten Gattung, und zwar 
nennt man diese Form desselben die Normalform. Von dem- 
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selben ist sogleich ersichtlich, dass es sich für die beiden spe- 
cielien Werthe o und 1 der Constanten k auf einen Arcus Sinus 
und einen Logarithmus reducirt; denn man hat 

für Ä: = 0, 1/ = f . = arc sm x 



/ ' dx _ 



für Ä: = 1, w = fj^f = h l<>g f 



1+x 



Die elliptischen Integrale sind also Functionen der Art, dass 
sie die cyclometrischen Functionen und Logarithmen als specielle 
Fälle umfassen; sie sind daher den zuletzt genannten Functionen 
anzureihen. 

Nun erkannte aber Abel, dass nicht sowohl die Integrale, 
welche die cyclometrischen Functionen und Logarithmen darstel- 
len, sondern vielmehr ihre Umkehrungen, nämlich die trigono- 
metrischen und Exponentialfunctionen, für die gesammte Ana- 
lysis die bei weitem wichtigeren Functionen sind, und schloss 
daraus, dass die Umkehrung des elliptischen Integrals eine Gat- 
tung von Functionen liefern würde, wichtiger als die elliptischen 
Integrale selbst. In der That mussten diese umgekehrten Func- 
tionen nun die trigonometrischen und Exponentialfunctionen als 
specielle Fälle umfassen und daher von noch grösserer Bedeutung 
sein als diese. 

Diese umgekehrten Functionen, die also entstehen, wenn 
man in dem elliptischen Integral (1) die obere Grenze x als Func- 
tion des Integrals u betrachtet, sind es nun,, die man ellipti- 
sche Functionen nennt. 

§ 3. 

Legendre hatte schon gezeigt, und wir kommen darauf 
ausführlich zurück, dass man immer bewirken kann, dass die 
obere Grenze des Integrals (1) das Intervall der Werthe zwischen 
— 1 und + 1 nicht überschreitet. Unter dieser Voraussetzung 
kann man die Variable x einem Sinus gleich setzen und erhält 
dann, wenn man 

X = sin q) 
setzt. 
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u= f\ ^ ~ r[ ^^ 

J VO- - ^) (1 — ^*^) J yi-k^ sin» 9 



Hierin hatte Legen dre den Bogen 97. nämlich die ohere Grenze 
des Integrals, die Amplitude, und die Constante k den Modul 
des Integrals genannt, und um da3 Integral kurz zu bezeichnen, 
hatte er das Zeichen F gewählt und gesetzt: 

J yl — Ar* sin* (p 


WO, die letztere kürzere Bezeichnung angew endet wird, wenn der 

Modul k nicht zweifelhaft ist. 

Die Umkehrung der elliptischen Integrale oder die Einfuh- 
rung der eigentlichen elliptischen Functionen besteht nun darin, 
dass man x oder tp als Function von u ansieht. Um diese 
Fanctiönen zu bezeichnen, behielt Jacobi {Fundamenia nova 
theoriae funcHonum ellipticarum § 17) das von Legendre gewählte 
WcM't Amplitude bei und setzte 
q) ^= am u 
gesprochen: g^gleichAmplitudo u. Ebenso wie das Integral 
u, als Function Ton 9 angesehen, noch von dem Modul k abhän- 
gig ist, ebenso ist auch tp, als Function von u betrachtet, von k 
abhängig. Wenn es nolhwendig ist, den Werth des Moduls an- 
zudeuten, schreibt man entweder 

if c=: am {u, k) 
oder fügt den Modul. in Klammern hinzu, in folgender Art: 
(f z=: am u (mod. k). 

Betrachtet man nun in dem algebraischen Integral 



^ ^ r dx 



X als Function von w, so ist, weil o: = sin g? gesetzt war, 
X = sin am u 

[x gleich Sinus Amplitudo w), und die trigonometrischen 
Functionen von am u sind es nun, die man elliptische Functio- 
nen von u nennt. Die Variable u nennt Jacobi das Argument 
der elliptischen Function. 
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Für den Nenner j/l — Ar^ sin^ tp des Integrals F {tp) hatte 
Legendre ein besonderes Zeichen eingeführt, nämlich gesetzt: 



j/l — k^ sin'^ 9 = z/ (9, Ar) = z/9. 
Diese Function, die in der Theorie der elliptischen Functionen 
immer wieder vorkommt, ist gleichsam als eine neue trigonome- 
trische Function zu betrachten, die dem Cosinus verwandt, aller- 
dings aber auch noch vom Modul k abhängig ist. Führt man 
aber statt tp das Argument u ein, so werden sin am u, und cos 
am u ebenfalls von k abhängig. Es sind daher 

sin am u, cos am u, /l am u 
die drei hauptsächlichsten einfachen elliptischen Functionen, aus 
denen sich die vier übrigen 

tg am w, cotg am u, sec am u, cosec am u 
durch blosse Division ergeben.'^) 

Neben dem Modul k hat Legendre noch einen andern 
eingeführt, den Jacob i stets mit k' bezeichnet, und' der mit k 
in der Beziehung 

I k'^ + k"^ = l 

steht. Da diese beiden sich zu einander verhalten, wie Sinus und 
Cosinus, so nennt man nach Legendre jeden das Complement 
des andern, oder auch den einen den Modul, den andern den 
complementären Modul. 

Die Function ^ wird für reelle Werthe von 9 stets posi- 
tiv genommen. Vergleicht man sie mit dem Cosinus, so erhellt 
zunächst, da 

cos q> = j/i — sin^ q>, ^tp = j/l — k'^ sin^ q> ^ 

ist, dass für 9 = beide gleich 1 werden. Wächst dann 9, so 
bleibt, weil k'^ ein echter Bruch ist, 
^tp > cos (p. 



Für 9? = 2" ^^^ ^s 2" = ^' dagegen ^ — = j/i — k"^ z=k\ 



*) Statt der Bezeichnungen sin am Uy cos amu^ J am u hat Gu d er- 
mann in seiner,, Theorie der Modularfunctionen" (Crelle's Journ. Bd. 18.) 
§ 6 die kürzeren 

snUf c«M, dnu 
vorgeschlagen, welche man ebenfalls angewendet findet . 
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9 



Dies ist also der kleinste Werth, den dq> annehmen kann, denn 
wäclist nun 9 iU>er ^ hinaus, so wird z/9 wieder positiv und 
grösser als k\ Hieraus folgt, dass die Function d für reelle 
Werthe vor tp niemals verschwindet. Während also der Cosinus 
durch die Curve ABCDE (Fig. 1) geo- 
metnscli dargestellt wird, giebt die Cui-ve 
AiCD'E ein Bild der Function z/, wenn "p= 
Bff = DD' = Ar' gemacht wird. 

Bemerkenswerth sind noch die sich 
von selbst ergebenden Relationen 



Fig. 1. 




JP 



J^q> + k^%\x!?fp = 1, ^9 — ^2 eos'^9) = k"^, 
welche gewissermassen der Relation 

cos^y + sin^9 = 1 



analog sind. 



§4. 



Es wau*de schon § 2 erwähnt, dass die elliptischen Functio- 
nen für die Werthe und 1 des Moduls k in trigonometrische 
oder Exponentialfunctionen übergehen. Dies ist nun leicht ein- 
zusehen. Denn für k ^-~ hat man 

u = j dq) = q); also fp = am {u, 0) = u, mithin 

sin am [u, 0) = sin u 
Für k = 1 aber ist 

u = 1 1 __ <t und dann .r = sin am {u, 1). 

Wir fanden § 1. für diesen Fall 
X = 

also ist 

sin am (u, 1) = , 

Das Integral und seine Amplitude verschwinden für jeden 
Werth von k gleichzeitig; daher ist 






w 
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am {o, k) = 
sin am (o, k) = o, cos am (o, k) = 1, z/am (o, k) = 1. 
Nimmt ferner die Amplitude denselben Werth mit entgegenge- 
setztem Zeichen an, so thut dies auch das Integral, also ist 

am ( — u) = — amu. 
Die Function am u ist daher eine ungerade Function , und es ist 
sin am ( — w) = — sin am u, cos am ( — u) = cos am u 
^ am [ — m) = ^ am u. 

Aus den Betrachtungen des § 1 geht hervor, dass die Dif- 
ferentialquotienten der elliptischen Functionen wieder elliptische 
Functionen sein werden. Diese sind jetzt leicht zu ermitteln. 
Zunächst folgt aus 



. -ß 






dtp ^ , d am u ^ 

-r- = ^9 1 also — :; — = ^ am u. 
diu du 

Dies zeigt, dass am u für reelle Werthe von u eine stets wach- 
sende Function ist. Ferner hat man 



d sin 9 
d€p 



= cos qp. 



d cos (p 
d(p 



= — sm g?. 



dJ(p h^ sin 9 cos tp 

dtp dtp 



folglich ist 



(2) . 



d sin am u 

du 
d cos am u 



du 

d d amu 

du 



= COS amuid am u 
= — sin am u ^ amu 



F= — k^ sin am u cos am u. 



§5. 

Um die Anwendbarkeit der elliptischen Functionen an einem 
Beispiele darzuthun, wollen wir die Bewegung des ebenen Pen- 
dels untersuchen und zeigen, dass die Function Sinus Amplitudo 
(}i«|enige Function ist, mittelst welcher die Ablenkung eines hin- 
und herschwingenden Pendels durch die Z«it ausgedruckt wird. 
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Wir betrachten hier nur das mathematische Pendel, d. h. 
wir untersuchen die Bewegung eines materiellen Punctes, auf den 
die Schwere wirkt, und der gezwungen ist, sich in einem Krdse 
zu bewegen. 

Bezeichnet g die Acceleration der Schwere, / die Länge des 
Pendels, f den Winkel, den dasselbe mit der Verticallinie bildet, 
und i diC'Zeit, so ist bekanntlich die Differentialgleichung fär die 
Bewegung des Pendels folgende: 

(3) ^ = -jsint, 

wobei die Masse des materiellen Punctes gleich Eins angenommen 
ist, und diejenige Kraft als positiv angesehen wird, die den Win- 
kel if zu vergrössern strebt. Man kann bekanntlich ohne Hülfe 
der elliptischen Functionen hieraus die Relation zwischen ^ und 
t, welche die Bewegung des Pendels darstellt, nur dann ermitteln, 
wenn man die Ablenkung ^ so klein annimmt, dass man den 
Sinus mit dem Bogen vertauschen kann. Wir nehmen dies nun 
nicht an, sondern setzen über die Grösse von ^ nichts voraus. 
Man kann die Gleichung (3)^ einmal integriren, wenn man 

sie mit 2-^ multiplicirt; dann erhält man durch Integration 

(4) (?y=T-«^+^ 

wo C eine willkürliche Constante bedeutet. Um die mechanische 
Bedeutung derselben einzusehen, bemerke man, dass derjenige 

Werth von tb, für welchen -^ verschwindet, ein Maximum- oder 

dt 

Minimumwerth des Winkels ^ ist. Bezeichnet man diesen Werth 

mit a, so hat man die Gleichung 

= j cos a + C, 

aus welcher 

C = ^ cos a, cos a c=: — C -ir- 

l ^ 

folgt. 

Da aber a nur durch den Cosinus gegeben ist, so kann man 
diesen Winkel ebenso wohl negativ als positiv annehmen. Da 
alsdann die Gleichung (3) zeigt, dass der Werth des zweiten 
Differentialqnotienten für ein positives a negativ und für ein ne- 
gatives a positiv wird, so sieht man ein, dass + a der grösste 
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und — a der kleinste Werth des Winkels ^ ist. Hieraus folgt, 
dass das Pendel zwischen den beiden Werthen + a und — a de^ 
Winkds ^ hin- und herschwingt. Allein hiebei ist stillschwei- 
gend vorausgesetzt, dass die willkürliche Constante C einen soK 
ehen Werth besitze, dass cos a nicht kleiner als — 1 und nicht 
grösser als + 1 ausfalle. Es ist nun- klar, dass diese Bedingung 
nicht immer erfüllt sein wird. Wenn sie es aber nicht ist, dann 
gehört dem Cosinus kein reeller Winkel a mehr an, es exislu*t 
dann kein Maximum- oder Minimumwerth des Winkels ^, und 
derselbe wird, anstatt abwechselnd zu- und abzunehmen; entwe- 
der beständig zu- oder bestandig abnehmen. Statt eines hin- und 
herschwingenden Pendels haben wir alsdann ein solches, das um 
die« ganze Peripherie herumschwingt. 

Um nun noch näher zu untersuchen, wann dies eintritt, 
wollen wir die Constante C durch die Anfangswerthe ausdrücken, 
d. h. durch diejenigen Werthe der Variabein ^ und ihres Diffe- 
rentialquotienten -^ (der Winkelgeschwindigkeit), welche irgend 

einem bestimmten Werthe von i angehören. Zu diesem Zwecke 
nehmen wir an, dass die Zeit von dem Augenblicke an gezählt 
werde, in welchem das Pendel durch die Verticallinie geht, und 
dass in diesem Augenblicke die Winkelgeschwindigkeit den Werth 
V besitze; dann sind 

'tb ==: und —- = V 
dt 

die Anfangswerthe , welche dem Werthe t = o zugehören. Setzt 
man diese in die Gleichung (4), so erhält man 

also 

C = y2 _ ^ und cos a = 1 - ^'. 

Hieraus erhellt, da g, l, v^ positive Grössen sind, dass cos a zwar 
niemals grösser als + 1 ist, wohl aber kleiner als — 1 werden 
kann, -jiämlich dann, wenn 

Iv^ > 4g 

ist. Nun ist Iv^ der Ausdruck für die Ccntrifugalkraft in dem 
Augenblicke, wann das Pendel durch die Verticsdlinie hindurch- 
geht Da ausserdem cos « positiv oder negativ ist, je nachdem 
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/»^ < oder > 2g, so erhält man für die Art, wie ein ebenes 
Pendel schwingt, folgendes Resultat: 

Wenn die Centrifugalkraft eines ebenen Pendels in dem 
AugenbBeke, da dieses durch die Verticale hindurchgeht, kleiner 
als die doppelte Schwere ist, so schwingt das Pendel in dem 
unteren Halbkreise hin und her. Ist die Centrifugalkraft grösser 
als die doppelte Schwere, so steigt das Pendel in den oberen 
Halbkreis und schwingt noch hin und her, wenn die Centrifugal- 
kraft zugleich kleiner als die vierfache Schwere ist; ist sie aber 
grösser als die vierfache Schwere, so läuft das Pendel um die 
ganze Peripherie herum. 

§6. 

Wir werden uns nun zunächst nur mit dem hin- und her- 
schwingenden Pendel beschäftigen , indem wir das ganz herum- 
schwingende einer späteren Betrachtung vorbel^lten. *) 

Ersetzt man in der Gleichung (4) die Constante C durch den 
Winkel a, so erhält man 

(^y ^ ^ (^^^ ^ - ^^* ") 

woraus 

r ^g F C03 xjf — cos a 

und, wenn man wie oben annimmt, dass ^ und / gleichzeitig ver- 
schwinden. 



(5) .... . ^^y%fy 



y cos ilf — cos a 

Ü 

folgt. Dieses Integral ist nun ein elliptisches, denn setzt man 
cos fff = X, wodurch 

dhp ^ dx 

y <^oa "ip — cos cc K(l — a?*; (ar -- cos a) 

wird, so sieht man, dass die Grösse unter dem Wurzelzeichen 
vom dritten Grade ist* Um nun dieses elliptische Integral auf 
die Normalform zu bringen, hat man nur nöthig. statt der Varia- 
bein ^ eine andere Variable tp mittelst der Substitution 

•) Siehe § 15. 
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(6) ^ ^ ^ = sin ^ a sin 9 

einzuführen. Denn dadurch erhält maii 

ii ,/:; :;~T~i . o • , , 2 sin t flf cos m dw 

'^ ^ ^ Kl~siiiHa8in«9 

^cos ^ — cos a = ^2 sin ^ a cos 9? 
mithin: 

rft/> y2~d(p 



jKcos ^ — cos a Vi — sin» -J a sm* 9 

Qiedurch ist (fie Itermalform hergestellt, und der Modul des 
Integrals ist sin \ cc. Setzt nan also 
sin ^ a = Ar, 

so erhält man, da die Winkel ^ und (p wegeo (6) gleichzeitig 
verschwinden, aus (5) 



Da nun hienach der Werth des Integrals sich gleich 
i 7/^ ergeben hat, so ist 4p die Amplitude dieses Ausdruckes. 
Also ist 

(pz=amtj/^; 

. substituirt man dies in (6), so folgt 

(8) ün ^f = k sin am tj/j', 

wodurch ^ als Function der Zeit ausgedruckt ist. Es folgt dar- 
aus noch 



cos 



^ ^ = 7/1 — k^sm^am tj/j = J am t j/j 
also 
(9) . . . . sin ^ = 2 Ar sin am t y ^ A am tV ^ 

cos ^ = 1 — 2 Ä^ sin^ am i y ^ 
und die Winkelgeschwindigkeit wegen der Formeüi (2) 



^= ^kj/^cosamtj/j-' 



Abschü. I. Begriff der elliptischeD Functionen. S 6. - 15 

Wir werden im Verlauf unserer Untersuchungen sehen, dass 
die elliptischen Functionen sich in sehr stark convergirende Reihen 
entwickeln lassen. Mittelst derselben kann man sie alsdann für 
Jeden gegebenea Werth des Moduls und des Arguments berech- 
neD. Kann man aber die Werthe von Sinus Amplitiido iL Sw w. 
aus den gegebenen Daten finden, so leuchtet ein, dass die strenge ' 
Auflösung der Pendelaufgabe gerade so einfach ist, wie die ge- 
näheite Auflösung, bei welcher die Ablenkung durch den Sinus 
ausgedrückt wird. Einen Vorzug für die numerische Rechnung 
haben allerdings die trigonometrischen Functionen, nämlich den, 
dass sie in ausserordentlich bequeme Tafeln gebracht sind, aus 
denen man ihre Werthe mit grosser Leichtigkeit entnehmen kann. 
Tafehi von so bequemer Einrichtung lassen sich nun wohl für 
die elliptischen Functionen kaum aufstellen, ^eil die letzteren 
von zwei Grössen abhängig sind, dem Argument und dem Modul ; 
dagegen sind die Reihen für die elliptischen FuncUonen, beson- 
ders, wenn man die sogenannte ©-Function zu Hülfe nimmt 
(worüber das Nähere in § 65), so ausserordentlich convergent, 
dass dieselben in vielen Fällen einfachen geschlossenen Ausdrücken 
gleich gesetzt werden können. 

Ein besonderer Vorzug, den die elliptischen Functionen ge- 
genüber den elliptischen Integralen besitzen, darf hier nicht un- 
erwähnt bleiben. Gewöhnlich ergiebt sich bei mechanischen Auf- 
gaben schliesslich die Zeit ausgedrückt durch ein Integral» das 
^le Coordinaten, von welchen der Ort des beweglichen Puncies 
abhängt, enthält. Dies ist aber nicht eigentUch das, was man 
bissen will; man wünscht vielmehr gerade umgekehrt die Coor- 
*^*naten durch die Zeit ausgedrückt zu haben. Das vorliegende 
Beispiel zeigt, wie die elliptischen Functionen diese Forderung 
erfüllen, während die elliptischen Integrale nur die Zeit durch 
"'^ Coordinaten ausdrücken. 
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Zweiter Abschnitt. 
Von der Beriodicität der elliptischen Fimctionen. 



§7. 

Wir haben gesehen, dass die elliptischen Functionen die tri^ 
gonometrischen und Exponentialfunctionen als specielle FäUe in 
sich schliessen. Daraus kann man schon im voraus abnehmen, 
dass die in § 1 erwähnten Eigenschaften, durch welche sieb die 
trigonometrischen und Exponentialfunctionen auszeichnen, den 
elliptischen Functionen ebenfalls zukommen. Wir werden dies 
nach und nach vollständig nachzuweisen suchen. Für jetzt aber 
woÜen wir uns nur mit einer Eigenschaft beschäftigen^ nämlich 
mit der Periodicität. Die elliptischen Functionen sind hierin 
besonders merkwürdig, da sie eine doppelte Periode besitzen, 
eine reelle, wie die trigonometrischen Functionen und eine ima- 
ginäre, wie die Exponentialfunctionen. 

Unter den verschiedenen Werthen, welche die obere Grenze 

eines effiptischen Integrals annehmen kann, ist der Werth ^ be- 

sonders ausgezeichnet. Es soll sogleich nachgewiesen werden, 
dass man jedes elliptische Integral mit beliebiger AmpUtude zu- 
rückführen kann auf ein Integral mit der Amplitude ^ und eines, 
Jessen Amplitude kleiner als — ist. Aus diesem Grunde hat Le- 
gen dre das elliptische Integral 



ff 



dq> 



Kl- Ar« sin« 9 



la fonction complete genannt. Wir wollen es das voll- 
ständige Integral, nennen und nach Jacobi mit K bezeich- 
nen, sodass 



2 1 

j^ r dq> /' d x 



A:«a?«) 
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ist. Legendre hatte dafür das Zeichen F^ angewandt. Diese 
Grösse hängt, wie man sieht, nur noch von dem Modul k ab, 
und wir werden später Mittel finden,*) sie mit Leichtigkeit fär 
jeden Werth von k zu berechnen. Denjenigen Werth von K, 
welcher dem coroplementaren Modul k' zugehört, hat Jacobi 
analog mit K' bezeichnet, sodass 



ist. 



2 

/ ^1 _ A:'* sin« 9 



Was die BeschafTenheit von K anbetrifift, so ist zuerst klar, 

dass für k = o, K =^ wird. Ferner ist K immer positiv, denn 

da sich das bestimmte Integral als der Grenzwertli einer Summe 
ansehen lässt, und dq) in der ganzen Ausdehnung des Integrals 
positiv ist und niemals verschwindet, so ist K der drenzwerth 
einer Summe von lauter positiven Grössen, mithin selbst positiv. 
Aus demselben Grunde ist auclr^ 



2 
1 /* 8in* 9 



dK j /"sin* 9 d(p 

dÖk«) ~ * / "5*9" * ^ 



immer positiv. Daher ist K für alle von o verschiedenen Werthe 

von k grösser als ^ und wird zuletzt für Ar = 1 unendlich gross. 

Das letzte geht aus der algebraischen Form des Integrals hervor, 
denn, da man auch hat, sin 9 = a: gesetzt. 



5- 
so erhält man für /r = 1 






^ -^x= 1 



00. 



Aus der Definition von K folgt nun, dass ^ die Amplitude 
von IC ist, wenn der Modul k, und die Amplitude von K\ wenn 
der Modul k' ist; also hat man 



*) Vgl. Abschnitt XII. 
P arege, eUipt. Functionen. 
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am [K, k) = am [K\ /:') = — 



und dann sogleich 

mi am K = \, cos am K = o, ^ am £ = k\ 
Hieraus ist ersichtlicli, dass diese Grösse IC bei den elliptisciien 
Functionen dieselbe RoJle spielt, wie die Zahl ^ in der Trigono- 
metrie ; in der That wird auch für den Fall, dass die eUiptischen 
Functionen in trigonometrische übergehen , nämlich wenn k = o 

ist, A^-=|- 

Es soll nun folgender Satz bewiesen werden: Nimmt man 
das Integral 



/- 



nach und nach zwischen den Grenzen 

TT 7t öTC OTT ^_^ , 

...-, 2 ••• ^' jr ... y-, "2^ ... 23r, etc. 

7C 7t o7t c\-^ 3jr 4 

— 2 ••• <^' "" ^ •• — 2' 2" •*• — ^* — 2«...— "2^ etc., 

so sind alle diese Integrale einander gleich und gleich A^. Um 
dies einzusehen, bezeichne n eine beliebige positive oder negative 
ganze Zahl, dann ist jedes der vorliegenden Integrale von einer 
der beiden Formen 

2 



1'^ oder f^- 



2n—\ nn 

Setzt man aber in dem ersteren Integrale 
so erhält man 



?1 

2 



n U 



und setzt man in dem zweiten Integral 
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so erhält man 



ß 



dtp I J(p^ 



Ein eUiptiscbes Integral, dessen Grenzen zwei auf einander fol- 
gende Vielfache von ^ sind, hat also stet« den Werth IT. Bildet 
man daher nun ein elliptisches Integral, dessen untere Grenze 
Null, und dessen obere Grenze ein beliebiges Vielfaches von ^ 
Ist, so ist der V^^ertli desselben ein Vielfaches von A\ Denn 
es ist: 



J^V Jjq, ^J äff V^V J^' 



d(p 
d(p 



(«-Dy 



Nun ist n^ die Amplitude des Integrals, dessen Werth nlC ist, 
mithin hat man 

n. - ^=: am {nF) , 

oder .weil — = amiC ist, 

am [nlT) = n.am K, 

Es ist also der Reihe nach: 

■^=^ amK 

%'=! dm ^K =2. am IC 
^ = amdE=S.amÄ: 
2ä = am iiC= i.amIC 
u. s. w. 
Betrachten mr jetzt ein elliptisches Integral mit der behe- 



bigen Amplitude a, so kann man, wenn ß einen Bogen zwischen 
lehnet, entweder 
a = nn + ß oder cc = njt — ß 



o und ^ bezeichnet, entweder 
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setzen, je nachdem das grösste in a enthaltene Vielfache von 
gerade oder ungerade ist. Im ersten Falle ist 



t.n 



oder, ^enn man 

g?j CSS ip — nie ' 
setzt. 



J 



Im zweiten Falle erhält man 

f,n—ß 



u 



j.n—ß 

und wenn man hier 

<p^ = tlTC — ^ 

setzt, 

7in-ß 



ß'^-^-ß, 



sodass man, heide Fälle umfassend, auch schreihen kann: 

y.»r + jj ß 



/5=2"*±jS:- 



Hiedurch ist <las Integral mit beliebiger Amplitude auf das voll- 
ständige Integral K und ein Integral, dessen Amplitude zwischen 
und — liegt, zurückgeführt. 

Setzt man jetzt: 



so ist 

i.n±ß 



I -~- ^^= u also ß ::= am u, 

u 



foIgHch 

nn: + ß = am i^itK + u) 
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oder 

am {2nK + ii) = ;iÄ + amu = 2w . am K 

oder auch, weil 

am ( — z) = — amZy 

flw» (tr + 2nK) =^ amu + nit. 

Die vorstehenden Betrachtungen setzen uns 

von dem Verlaufe der Function Ainptitudo, wenigsi 

Argumente, eine Vorstellung zu gewinnen. Betia* 

Werthe von amu als die Ordinalen einer Curve, di 

die zugehörigen Werthe von u sind, so entspierhen 

0, K, 2K, "dK, AK, etc. die Ordinaten o, | , n, \ , ! 

zugehörigen Puncte der Curve, A, B,C,D,EcU'. 'Fig. : 

auf einer durch den Anfangspunct A gehenden 

Geraden. Da nun ferner f^" z=z ^ amu 

du 

i^ und daher für m=o und =K die Werthe 
1 und k' annimmt, so steigt die Curve ini 
Puacte A unter einem Winkel von 45^ an ''-f /, 
und verhindert allmalig ihre Steigung, bis im Puiic 
gente ihrer Neigung geg^n die Abscissenaxe gleicl 
ist. Alsdann folgt aus der Gleichung 

am i^K — u) = 7t — am u, 

dass das Stück BC dem Stucke A3 congrueiil isl, 
gekehrte L»g^ erhalten hat, und aus der Gh^cliunf 

am (2Jr + fi) n^ « + am t/ , 

dass auch die Curvenstucke CDE und ABC cmigi 
gleich liegen, hi dieser Weise setzt sich die Curv 
Seiten ins Unendliche fort. 

Die Periodfcitat der elUptischen Functionen 
dem Vorhergehenden unmittelbar. Denn da 
sin am u + 2jr) = süi am u 



L 



und 
so folgt 



amu +^2% = am (u + 4^^ , 
shi am in + AK == sin am v. 



Al^: Die elliptischen Functionen hlcib' 
dert, wenn man ihr Argument um di«* Gr« 
mehrt oder vermindert. 
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Aus denselben Betrachtungen folgt aber auch, weil 

sin («p + ar) = — sin ^ 
ist» sogleich 

sin am {u + 2IC) = — sin am u, 

und wendet man dies duch auf Cosinus und Delta an, so erhält 
man voUstündig die Formeln 

(sinom (ti + 4A:^)=sln amu sin am {u + 2Ä')^= — sin am u 
cosom (k + 4Ä') ~ cos amu cosarm (u + 2i5^)= — cos am u 
2jfam{u+ AIC)=^amu /l am[u ^2K)v= ^ amu , 

aus denen für m = o 

sin am 4Ä'= o sin am 2K= o 
cosam4A'=l cosam2A'= — 1 

Jam\K=l /lam2K=l 
folgt. 

Die Periode der elliptischen Functionen ist, wie man sieht, 
nicht eine absolute Zahl, wie die der trigonometrischen Functio- 
nen, sondern hängt von dem Modul ab. Ist daher der letztere 
nicht k sondern k\ so ist auch der Index der Periode nicht iK, 
sondern 4i^. Also hat man z. B. 

sin am [u+^\K\ Ar') = sin am (m, k^, 

§8. 

Die elliptisdien Functionen besitzen ausser dieser reellen 
Periode noch eine zweite, eine imaginäre. Um diese zu ermit- 
teln, müssen wir zuerst die elliptischen Functionen mit imaginä- 
rem Argumente auf die Form complexer Grössen bnngeil. Zu 
dem Ende nehmen wir in dem Integral 



y 



Äff 



die Amplitude imaginär an"^) und setzen 

sin 9> = t tg^; 
dann wird 

(11) cos CP = /Itp = ; = ^ ' 



*) Üeber die nähere Bedeutung eines Integrals mit imaginärer Va- 
riable verweisen wir auf Abschnitt XXI. 
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^ cos Iff 

mithin, da auch t und 9? gleichzeitig verschwinden: 



9 ^ 



Setzt man nun 



7^) = " »'^ tl,.= am(u.k'), 



SO wird 



/: 






u also <p = am [tu), 



und substituirt man dies in die Formeln (11\ so ergiebt sich 
sin am tu = t tg am {u, k') ] 
cos am tu = 



A am tu =~ 



cos am (i 



(ST*') \ (12). 



cos am (u 

Diese Formeln zeigen ein merkwürdiges Verhalten der ellipti- 
schen Functionen: während nämlich die trigonometrischen und 
Exponentialfunctionen für hnagiuare Argumente in einander über- 
gehen, verwandchj sich die elliptischen Functionen für imaginäre 
x\rgumente in eben solche Functionen^ deren Modul jedoch das 
Complement des ursprünglichen Modul ist. 

Aus den Formeln (12) ergiebt sich nun die zweite imaginäre 
Periode der ellipüschen Functionen. Da nämlich die rechten 
Theile dieser Formeln den Modul U haben, so bleiben sie wegen 
der reellen Periodicität unverändert, wenn man in ihnen u + \K' 
statt u setzt. Thut man dies, so erhält man 

sin am {tu + 41^) = t tg am (u, k'} = sin am tu 

cos am (tu + AiJ^) = 7 — r\ = «os am im 

^ — ' cos am (m, k ) 

Jam (tu + AtlC) = V— if, = ^ am tu. 

^ — ' cos am{u,k) 

Setzt man also wiederum u statt tu, so ergiebt sich 

sin am {u + 4f AT') = sin am u 

cos am (w + AiJ^} = cos amu ^ (13). 

d am {u + iilC) = ^ amu 
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Der Index der imaginären Periode ist also AiK\ wenn 
der Modul k ist und daher 4tA^, wenn der Modul k' ist. 
Setzt man ebenso in den Formeln (12) m + 2ä^ statt u und 
verfährt auf dieselbe Weise wie vorher, so erhält man mit Be- 
rücksichtigung der Formeln (10) 

sin am [u + 2iK') =^ sin am u 
(14) { cos am {u + 2iÄ'') = — cos am u 
^ am {u + 2iK') = ^ ^J (xm u. 
Daraus ergiebt sich für u = o 

sin am üK' === e sin am 2iK' = o 
cos am AiK* =^1 cos am 2iÄ'' = — 1 
^ am MK'= 1 ^ am 2iK' = — 1. 

Endlich kann man die beiden Perioden auch mit einander ver- 
binden, indem man in den Gleichungen (13) und (14) aufs neue 
resp. u + 4Ä' und w. + 2A^ statt u setzt, dann erhält man 

sin am [u + AK + AiK^ = sin am u 
cos am [u + AK + AiK^ = cos am u 

d am (tt + AK i AiK^ = ^ am u 

sin am {u + 1K + 2iA^) = — sin am u 
cos am {u + 2Ä' + 2«A^) = + cos «m u 
^am{u + 2K ± 2iK) = — ^ am u 
und dann für m = o 

sin am {AK ± ^iT) = o sin am (2ir + 2«iir') == o 
^ cosam (4A:^ + ^K^ = 1 cos am (2^^ + 2iK') = 1 
^ am {AK ± AiK'} — 1. dam {2K ± 2iÄr') — - 1. 

Dabei sind noch zwei Bemerkungen zu machen. Ebenso wie 
nämlich in der Trigonometrie bei der Tangente der Index der 
Periode haUb so gross ist, wie bei den übrigen Functionen, so 
haben auch hier ausser den allgemeinen Perioden AK, AiK', AK + 
AiK' die Functionen Tangens Amplitudo und Deha Amplitude 
noch die Pei^ode %K, Sipus AmpKtudo noch die Periode 2iK 
und Cosinus Amplitudo noch die Periode 2^^+21^^^. Zweitens 
ist darauf aufmerksam zu machen, dass wir hier für gewisse 
imaginäre Argumente negative Werthe der Function d amu er- 
halten. 



-i. 
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» Wir wollen nun zunächst die gewonnenen Hesuitat 
Pendeiaufgabe anwenden. Aus der Gleichung (6) § 6 

sin ^tlf =s sin ^a sin q> 

folgt, dass ffir den Werth ^ von (p, ^ den Werlh a anrii 

zeichnet nun T den Zeitraum, der verfliessl, während 
bis a wächst, d. h. während das Pendel sicli aus der 
linie bis zu seiner grössten Ablenkung bewegt; mit anderi 
bedeutet T die halbe Schwingungsdauer, so erhält man 



^-f-, !%''•' -VI 



Dieser Ausdruck zeigt, dass die Schwihgungsdauer nich 
grössten Ablenkung unabhängig ist, sondern vielmehr n 
ben wächst, wie dies mit der Erfahrung übereinslinmil. 
Setzt man nun in der Formel (8) 



f\ 



l ~ T 
so erhält man 

sin ^ ^ = sin ^ o; sin am ^ i- 

So oft nun die Zeit um T wächst, wächst das Argument 
plitude um K. Daher entsprechMi 

den Werthen o, T, 2 T, 3 T, 4 T, etc. vo 

resp. die Werthe o, K, 2K,^K, ^ K, etc. vo 

und die Werthe o, «, o, — a, o, etc. voi 

Zweien Zeiten ferner, welche um 2 T aus einand 
entsprechen zwei Werthe von ^ /, die um 2 K von ein; 
schieden sind. Ihnen gehören also zwei gleiche und 
gesetzte Werthe von sin am —, t und daher auch zwei g 
entgegengesetzte Werthe von ^ an. Ebenso entsprech 
Zeiten, die um 4 T aus einander liegen, zwei gleicl 
von ^. 
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§10. 

Wir gehen nun dazu ober, diejenigen Relationen zwischen 
elliptischen Functionen aufzusuchen, welche den trigonometrischen 
Formeln 

sin (- — 9) = cos g), cos (— — - 9) ;:z= sin 9 

analog sind. Dazu bedürfen wir einer Transformation, die, wie 
wir später sehen werden *) , mit der Substitution sin y = 1 tg ^ 
aus derselben Quelle fliesst. 






Wir setzen jetzt in dem Integral 

ö 
cos 1b 

Dann folgt J. (15) 

k* sin ib ^ k' 

, A'* sin 10 , , 

COS (p,d(p= Thp ^^'^ 

mithin 

dtp _ dif) 

Jtp Jlj) 

Da aber jetzt ^ = ^ für (p = o wird, so erhält man: 

n X 

n yf a 



also 



Setzt man nun 



f V 

/ 'dy _ ^_ Cd^ 



I -^ = u also ilß s= amUy 



so ist 



*) Vgl. Abschnitt VI. 
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T 
j -^ = K — u also (p =i am [K — «), 

* I 

und substitulrt man dies in die Formeln (15), so ergeben sich 

die Relationen: 

/ ,., X cos amu ^ .,. . A;' sin am u 
Mn am [K — 1/) = —i , cos am [K— m)= — , 

d am (AT— u) = 



(16). 



d amu 

Jacobi hat für die Function am {K — u) noch eine andere 
Bezeichnung eingeführt. Weil nämlidi die Grösse K sich zu 
einem beliebigen Argument u ähnlich verhält , wie ^ zu einem 
beliebigen Bogen 9, so hat Jacobi die Amplitude von K ^ n 
das Complement der Amplitude von u oder die Coamplitude 
Von u genannt und demgemäss gesetzt 

am [K — u) = coam u. 
Mit dieser Bezeichnung kann man die vorigen Formeln auch so 
schreiben : 

cos attt u k' sin am u 

sui coam u --= — -; , cos coam u = — , 

d eanu d amu 

4d coam u = -TT 

J amu 

Man könnte aus diesen Formeln, indem man u = setzt, 
die Werthe von sin am IC, cos am K, ^ am K nochmals ableiten. 
l)a wir aber diese schon kennen, so wollen wir, indem wir u = 
— setzen, die Werthe der elliptischen Functionen für dieses Ar- 
gument ermitteln. Man erhält dann 

COS ö»* -9 K ^' ^"* ^^ "2 

sin am — := p; cos am — = ^ 

^ am -^ äü am — 

^ am 77 = 



1 . K 

und daraus ^^"^2 



K \ K -,/nr" . K ^,-j. 



sin am 

K 

lg am 

also auch 



am ^ = arc tg y \ 
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Aus den Formeln (16) ergeben sich sogleich die entspre- 
chenden für K + u, wenn man — u statt u setzt; fuhrt nißu 
ausserdem noch u ^ K statt K r— u ein, so ergiebt sich : 



Sin am (M 4- A^= + — ^ 

^ — ' — d amu 

(17) Icos am (m + JT) = + —5 

^am {u + K)= + ^-, 
^ ^ — ^ ^ J aniu 

worin die oberöii und unteren Zeichen einander entsprechen. 
Wendet man nun diese Formein nochmals an und zieht auch die 
Formeln (12) zu Hülfe, so erliält man auch Ausdrucke für die 
elliptischen Functionen der Argumente tu -^ K, u + iK\ u -{- K 
+ iE' und iu + K + iK\ 

Setzt man zuerst in (17) iu statt u und weiulel (12) an, so 
erhält man 

sin am (m + AT) = + -. t-^u\ 

^ — ^ — J am (u,k) 



(18) 



,. t Tjr\ -— i Ar' sin «m («, Ar') 

cos am (tu + AT) = + —-z . \;. 

^ — ' ' J am(u,k) 

^ f. % Tr\ I Ar' COS flIW f M» ^') 

^ ^ — ' J am(uy k) 



Setzt man ferner in (12) m + AT' statt u und wendet (17) an, 
indem man A^' mit IC also auch k mit k' vertauscht, so erhält 

man: 

/. , .rjrf^ i coa am (u, k') 

sin am (tu + tK ) = — ■^—, V^-r'\ 

^ — ' k sm am.[u,k) 

/. ', ..,,. — - J am (uj k'^ 

COS am (m + f AT ) ::-= 4. -. — ; ^' — t^ 

^ — ' ' k sm am {Uj k) 

^ am [in + iE') = + 



sin am (u, A:') 

Druckt man aber wiedemm mittelst (12) die elliptischen Functio- 
nen mit dem Modul U durch solche mit dem Modul k aus, und 
setzt alsdann u statt im, so erhält man 

1 



k sin am u 



sin am [u + iK') = + 



, , . _-A — i d am u 
COS am [u ±^ iK) = + 



k. sin am u 
^ am {u + iK') ^- + t cotg am u. 

Setzt man in diesen Formeln u := 0, so ergiebt sich, dass die 
Ausdrücke 
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sin am (+ tAT'), cos am (+ iK')^ d am (+ iK\ 
URoncHtch gross sind. 

fa den vorigcir Formeln subsiituiren y^Xv nun wu 
und ti — K statt u, dann ergiebt sich mit Hülfe von ( 

Sin am (u + IC + tK) z= + 



k, cos am u 



UQd 



cos «m (ii + A^ + lÄT') = + — i^L — 
^ — ' ' k cos am v 

^ am (w + A^ + lÄT') = + i^' ig am u 
Sin am [u ^ IC + tK) = — -r 

— " ' K COS «7« U 

COS «m (m — AT + lA'') = + ^—^ 

— ' "^ k cos am u 

^ am(u — IC ± iK') = ± fÄ' tg «m u, 
woraus für u = o folgt 



sin am [K ± iK') = i 



cos am (Jr + iA^O=+ T" 



k 
i 
T 



^ am (A- + lA^O = o. 
Es sind also K+ iE' die beiden Werthe von w, ffir wel 
verschwindet. 

Endlich setzen wir noch in den beideli letzten F 
men iu statt m, und wenden wieder (12) an, so ergiel 

sin am [iu + K + iK') = + ±?^^!l 
COS am [iu + K± iK') .- + ^^1«_^1|L0v^ 

-d^ am [iu + AT + tAT') = + ä:' sin am (w, 

und 

«s« /. -r , .r,/v ^amiu.k') 
Sin am (m — A^ + tA!^ = r-^ — - 

««« ^ /• r>r I .rr'\ I i^ cos am (u.k' 
COS tfm (im — Ä Hh f A^ ) == + j—^ — 

^ am [iu — IC + ilC') :^- If k' sin am (w. 

Vergleicht man diese grosse Menge von Formeln mit 
ihnen entsprechenden trigonometrischen Formeln, sn 
der R^chthum von -analytischen Beziehungen nicht 
den die elliptischen Functionen darbieten. 

Eine Eigenthumlichkeit, die diese Formeln zeigei 
noch besonders hervorgehoben zu werden, nämlich 
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überall die Aiisdrüeke für Sinus, Cosinus und Delta bei allen drei 
Functionen d^seiben Nenner haben, abgesehen von einer Con- 
stanten. Dies ist naturlich nicbt zufällig, sondern hat darin, «einen 
Grund, dass die drei. Functionen Sinus, Cosinus und Delta gleich- 
zeitig unendlich werden, wie aus den FormeUi 

cos^qt> = 1 — sin^^?; /P^^ =;= i -^ Jir^sin'g) 
leicht erhellt, nämlich, wie wir oben fanden, für die beiden Werthe 

t/ = + ,X'. 
Die Anwendung dieser Eigenschaft ist häufig bei den spätei*eh 
EntWickelungen von Nutzen und kann zur Ersparuhg weitläufiger 
Rechnungen dienen. * 

Ausserdem haben obfge Formel« als Transforniationsformeln 
grosse Bedeutung, weil man mit ihrer Hülfe durch Substitution 
der Argumente m + if, m + %K\ etc. an Stelle von u Teicht von 
einer elliptischen Function zu einer andern übergehen kann. 



Dritter Absdmitt. 

Yx)a der Reductioa der elliptischen Integrale auf die 
Normaiform. 



§11. 

Die EinfMirung der elliptischen Functionen durch Umkeh- 
rung des elliptischen Integrals beruht, wie wir gesehen haben, 
wesentlich auf einer gewissen einfachen Form des letzteren, die 
man die Normal form nennt, nämlich der Form 



h 



dip 



y\ - Ar* sia« tp ' 

Wir haben ferner in dem Beispiele von der Bewegung des ebe- 
nen Pendels gesehen, dass das eUiptiscfae Integral -sich nicht im- 
mer von selbst in der gewünschten Form daii)ietet, sondern erst 
duri>h geeigilete Substitutionen ailf dieselbe. jEurnckgeführt werden 
muss, und dass dann die Substitutionsformel von der grötsten 
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Wichtigkeit ist, indem z. B. bei der Pendelaufgabe von ihr der 
Ausdruck» durch weichen die Abfenkung ^ durch die Zeit aus- 
gedrückt wird, abhängt. E» ist daher nun von Wichtigkeit, zu 
zeigen, dass uikI wie man jedes beliebige elliptische Integral auf 
drei bestimmte einfache Formen reduciren kann, die man nach 
Legendre die elliptischen Integrale der ersten, zwei- 
ten und dritten Güttung nennt. Das bis jetzt betrachtete 
htegral 

dtp 



r. t 



u 

durch dessen Umkehrung die elliptischen Fnnc^fAneii entstandiMi, 
bildet die erste Gattung. 

Aus der Integralrechnung ist bekannt, dass man das Integral 
einer jeden algebraischen rationalen . und jeder solchen irrationa- 
len Function, die auf ihre einfachste Gestalt gebraclit, nur die 
Quadratwurzel aus einem Ausdrucke des ersten oder zweiten Gra- 
des enthäh, auf algebraische, cyclometrische Functionen oder Lo- 
garithmen zurückfuhren kann. Uebersteigt jedoch die Grösse 
vtnter dem Quadratwurzelzeichen den zweiten Grad, so ist die fte- 
<]uction auf die genannten Functionen nicht mehr möglich, viel- 
riQehr hat man es dann nut wesentlich neuen Functfonen zu thun. 
Eilliptis.che integrale, im weitesten Sinne des Wortes ge- 
nommen, nennt man nun die Integrale solcher algebraischer irra- 
tionaler Functionen, die eine Quadratwurzel aus einem Ausdruck 
«entweder desr dritten oder des vierten Grades enthalten. Wir 
xrerden später sehen, dass der* erstere Fall, wenn das Radical 
^om dritten Gra4e_ Ist» sicj^. als ein specieller Fall davon, dass es 
^om vierten Grade ist, ansehen lässt. Bezeichnet man daher mit 
M eine WurzelgrÖsse vierten Grades 

und mit f eine algebraische rationale Function, so ist 

\f[x,K)dx 

die allgemeinste Form eines elliptischen Integrals. 

Bezeichnen nun M, M\ M", . . . . ; i^ P', i>", .... 
i*ationale Functionen von x, feo ist 



i' 
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die allgemeinste form der Function f, die sich, weil sämmtHch< 
geraden Potenzen von B rationale Fnnctionen von x sind, un^ 
sämiBtliche ungeraden Potenzen von J? sich als Producte aus i 
in rationale Functionen von x darstellen lassen , auf die Form 

reducirt, worin m, m', f^, p wiederum rationale Functionen von : 
bedeuten. Jedes elliptische Integral lässt sich hienach auf dii 
Form 

bringen. Multi{rticift man den in diesem Integral enthaltenei 
Bruch im Zähler und Nenner mit p — p R, so erhält man 



J\ 



ß 



Setzt man aber 

mp — mp[R* , mp — mp' ^ 

so sind L und N wiederum rationale Functionen von x, und ei 
wird 



jfix,Ii)dx =fLdx + JNRdx, 



Hienach zerlegt steh ein elliptisches Integral im Allgemeinen ii 

zwei Theiie, von denen der eine, jf tdx , da er ein Integral einei 

rationalen Function ist, durch eine algebraische, eine cyclometri 
sehe Function^ oder einen Logarithmus ausgedruckt werden kann 

der andere, j NRdx, dagegen ein elliptis<5hes Integral Isf. N"» 

turlich wird es häufig vorkommen, dass die Function X Null ist 
sodass alsdann der Theil des Integrals, der nicht elliptisch ist 
verschwindet. Wir haben es nun bloss mit' dem zweiten Theili 
zu lliun, der sich auch 



ß 



rR^ 



schreiben lässt, oder wenn man 

• NR^ = F[x)^ 



jÄClzt, die Form 

l'Fi^dx 
R 



ß 
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hat, wo jetzt ^(.r) eine algebraische rationale Function von 
X bedeutet. 

Von. der Beschaffenheit der Function F[x) hängt es nun ab, 
welcher der (Jrei Gattungen das elliptische integral angehört, und 
es sei darüber gleich so viel bemerkt, dass, wenn die Function F 
nur eine Constante ist, man die erste Gattung erhält; enthält 
aber F(x) wirklich x, so wird man auf die zweite oder dritte 
Gattung geführt; es kann aber auch der Fall eintreten, dass das 
Integral aufhört, ein elliptisches zu sein. 

§12. 

Wir behandeln zuerst den Fall, dass F{x) eine Constante ist, 
beschäftigen uns also mit dem Integral 

/^ — f ^^ ' 

Stellt man die Gleichung 

auf, so hat dieselbe, da sie vom 4ten Grade ist, entweder 4 reelle, 
oder 2 reelle und 2 imaginäre, oder 4 imaginäre Wurzeln. Wir 
nehmen diese Wurzeln als bekannt an und bezeichnen sie mit 

0, p, o, n, 
^obei in dem Falle, dass imaginäre Wurzeln vorhanden sind, p 
^em 0, und 7C dem o conjugirt sein möge. Es sei ferner 

{x — o) (.T — p) (x — (o) (X — ;r) = ä'^, 
^feo auch 

Wie auch die Wurzeln beschaffen sein mögen, man kann 
siets ä'2 in zwei reelle quadratische Factoren zerfallen, also 

setzen 

J?'2 ^ ["1^^ _ ^yz ^ „j [-(^^ __ ^)2 ^ ^-|^ 

*^<ih die Wurzeln ausgedrückt, ist dann 

^^ ^^ m)^ -f. n = (a: — o) {x — p); {x — fi)^ + i/= (o: — ö) {x — ä), 
^o**aiis 



+ p CO 4-n 



(0— p\2 /(o — n\ 

ms geht her 

t»iireye, v\\\p\. Functionen. 



(1) 



"**8t. Daraus geht hervor, dass m, n, ft, i; in der That reell 
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sind, und ferner, dass n und v negativ oder positiv ausfallen, je 
nachdem resp. o, p und o, üt reell oder imaginär sind. 

Die erste zu erffdlende Forderung ist nun die, den Ausdruck 
ä'^ in einen ähnlichen umzuformen, der aber die ungeraden Po- 
tenzen der Veränderlichen nicht mehr enthält. Dies kann auf 
sehr verschiedene Weise und namentlich durch Substitutionen 
von sehr verschiedenejr Ordnung geschehen. Wir wollen hier 
nur eine Substitution der ersten Ordnung und für den Fall, dass 
alle vier Wurzeln reell sind, ihrer häufigen Anwendung wegen, 
im Abschnitt VI. eine Substitution der zweiten Ordnung benutzen. 
Dabei folgen wir dem von Richelot in der Abhandlung: 
„Ueber die Substitutionen der ersten Ordnung und die Umformung 
der elliptischen Integrale in die Normalform," (Crelle's Jouni. 
Bd. 34.) eingehaltenen Gange. 

Setzt man 

SO hat man 4 Grössen, r, s, q^ <y, über die man so verfügen 
kann, dass der Ausdruck Ä"^, durch y ausgedrückt, die ungeraden 
Potenzen von y nicht enthält. 

Aus (2) folgt zunächst 
(o^ x — m __ r — sy . x — fi ___ Q — Gy 

und hieraus 

/ .X »'2 (w — ^)^(r — ^.y)»+w[g— r— (ff— g)^ ]g 

[V ' ' ' "^ [()-r-(ff-,)yP 

(m—(i)^(Q—ay)^-\-v[Q—r—(a — s)yf 
[Q~r — {G — s)yf 

Soll nun in beiden Factoren das in y multiplicirte Glieil ver- 
schwinden, so erhält man zur Bestimmung von r, 5, (>, er die 
Gleichungen 

(5) -. . . . \i^-[^):'rs + n{Q-^r){0-s) = o 
\{m — (i)^ QÖ +v{Q — r){a — s) = o. 

Da dies nur zwei Gleichungen sind, so bleiben zwei der zu be 
sthnmenden Grössen willkürlich. Wählt man die Verhältnisse 
- und ^ als die durch die Coefficienten des Ausdruckes Ä'^ aus- 
zudrückenden grossen, so ergiebt sich aus (5) durch Division 

r 8 n 
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und da man die zweite der Gleichungen (5) sehreiben kann 

(— ^)^ + ^(l-7)(l-7) 

= («.-^f+.[l-(^+l)+I.l] = o. 

^'enn man den ebengefundenen Werlh von — • - substituirt. 



Q ^ 



Igt sogleich , \ 



Wodurch — und — hn üebrigen eindeutig bestimmt sind, nur dass 

es willkürlich bleibt, ob man die Differenz positiv oder 

negativ, d. h. — > oder < — nimmt, wodurch die Werthe dieser 
Grössen nur mit einander vertauscht werden. Ob aber die Sub- 
stitution auch reelle Werthe für — und — liefert, hängt davon 
ab, ob der Ausdruck 

^ = [(m — /»)2 + n + vj— inv, 
den wir der Kurze wegen mit FT bezeichnen, positiv ist oder 
nicht. Nun erhellt zuerst, dass JV positiv wird, wenn eine der 
Grössen n und v positiv imd die andere negativ ist. Dieser Fall 
tritt aber ein, wenn die Gleichung Ii^z=z zwei reelle und zwei 
imaginäre Wurzeln hat. Giebt man ferner der Grösse W die 

Form 

W == [(m — ^)2 + « _ i,]2 + 4(m — /ü)2i/, 

so sieht man, dass sie positiv wird, sobald nur v positiv ist, d. h. 
sobald die Gleichung B} = überhaupt ein Paar imaginärer Wur- 
zeln hat, gleichviel ob- das andere Paar reell oder imaginär ist. 
Wenn also imaginäre Wurzeln vorhanden sind, erweist sich die 
Transformation stets als reell. Für den dritten Fall der Realität 
aller vier Wurzeln endlich sind n und v beide negativ und dann 
kann man W in zwei reelle Factoren zerlegen, indem man 

erhält. Drückt man aber (iies durch die Wurzeln der Gleichung 
B^^ = den Formeln (1) gemäss aus, so erhält man 

3* 
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W= 



\ 2 >> V 2 y 
A 2 ; - 1, 2 ; 

: - (o 7t) [p CO) (O (») [p 7C). 

Diesen Ausdruck kann man durch zweckmässige Anordnung der 
4 Wurzeln stets positiv machen. Des Folgenden wegen möge 
aber die nähere Betrachtung dieses Ausdrucks hier gleich ange- 
schlossen werden. Er wird in folgenden 4 Fällen positiv: 

1) Wenn o und p beide grösser als ca und ic sind 

2) „ ,, p „ kleiner „ o „ jr „ 

3) „ yy p „ zwischen co und n liegen 

4) „ « „ ^ „ „ „ p „ . 

Der gemeinsame Charakter dieser vier Anordnungen lässt sich 
dahin aussprechen, dass sowohl o und p als auch o und n je 
zwei der Grösse nach auf einander folgende W^urzeln sein 
müssen, wenn man auch * die grösste und kleinste Wurzel als auf 
einander folgende gelten lässt, indem man nämlich annimmt, dass 
man durch das Unendliche hindurch entweder von der grössten 
zur kleinsten in fortwährendem Zunehmen oder von der kleinsten 
zur grössten in fortwährendem Abnehmen fortschreitet. Hält man 
dieses fest und bemerkt zugleich , dass die drei letzteren Anord- 
nungen aus der ersten durch cyclische Vertauschung entstehen, 
so kann man leicht sämmtlichc Anordnungen, in denen W positiv 
wird, aufstellen. Es giebt zunächst, wie leicht zu sehen, vier An- 
ordnungen, bei welchen o und p beide grösser als co und tc sind, 
nämlich, wenn mau die Wurzeln ihrer Grösse; nach hinter ein- 
ander setzt, mit der grössten beginnend, die folgenden: 

p (O 7C, O p 7C (Oy p CO 7t^ p O 7t G). 

Durch cyclische Vertauschung liefern dieselben die folgenden 16 
Anordnungen, bei welchen W positiv wird: 



1) 



p CO 7t 
p (O 7t 
CO 7t p 
7t p CO 



2) 



3) 



4) 



p 7t CO 
p 7t CO 
7t CO p 
CO p 7t 

Dabei ist zugleich ersichtlich, dass j^ Gruppen 3) und 4) aus 
den Gruppen 1) und 2) entstehen, wenn man die Grössen gerade 
In umgekehrter Ordnung niimnt. 



p CO 7t 

CO 7t p 

CO 7t p 

7t p CO 



p 7t CO 
7t CO p 
7t CO p 
CO p 7t. 
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In den noch übrigen nioglirlien 8 Anordnungen, bei welchen 
die Wurzeln o, p und o, 7t in einander geschoben sind, wird W 
negativ; es sind die folgenden: 

CO p 7t CJ 7t p 

(O p 7t 7t p (O 

p 7t CO 7t p G) 

7t CO p p CO O 7t. 

Auch hier entstellt die zweite (irnppe durcli Umkehrung der 
Reiknrolge der e:rsten. 

Nachdem wir die üeberzeugung gewonnen haben, dass man 
mittelst der Formeln (6) che Verhältnisse - und — stets reell aus 
den gegebenen Coefficienten des Ausdrucks 7?'^ bestimmen kann, 
nehmen wir nun die Grössen r, q, s, (5 als bekannt an (zwei der- 
selben bleiben natürlich willkürlich) und führen die Reduction 

des Differentials jr- zu Ende. Man bemerke dabei, dass von den 
beiden Factoren , weiche den Ausdruck (4) für R'^ bilden , der 
zweite aus dem ersten entsteht, wenn man die lateinischen Buch- 
staben mit den griechischem vertauscht. Setzt man nun der Kürze 

wegen 

Q — r — [a — s)y = Ny 

so erhält man, da r, p, $, <r so bestimmt sind, dass die erste 
Potenz von y verschwindet, für den ersten Factor 

iV2 ((.T — m)2 + w) = (w — /i)*^ r^ +«((> — ^)*^ + 
oder wenn man für n den aus (5) gezogenen Werth 
suhstituirt, 

Durch Vertauschung der lateinischen mit den griechischen Buch- 
staben ergiebt sich daraus sogleich für den zweiten Factor: 
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N\{x - ^)» +v) = {m- (ly- (rtf - (fs) j^-^ - ^^y*| • 

Setzt man nun 

!(m — fi) — ^ :^= L (nt — ii) -^— = Z' 

V ^^ ff—s ^ f^^ tf-« 

60 erhalt man 

Durch Differentiation eines der beiden Ausdrucke (3) folgt ferner: 

dx = (m — fi) ^^ — ^-^^ — — j^ ^^ ^^ dy 









mithin 



Nachdem hiedurch das Radical für alle Fälle in seine* zwei rei- 
nen quadratischen Factoren zerfallt ist, kann dasselbe, je nach- 
dem alle 4 Wurzeln, oder nur 2, oder keine reell sind, in eine 
der Formen 



gebracht werden. Nämlich setzt man 

(9) • ry'=*'' 

SO erhält man 

che i du 



1 dt 



/('-?»') ('-^'") 



Vaml' 



Setzt man daher auch noch 
ML' 






SO wird 

dx 1 rfz 



Ä VaMl: V{i - 2«) (1 - kh^) 

Allein wie aus (9) erhellt, ist diese Reduction nur reell, wenn 
L und M gleiches Zeichen haben, und wenn auch dieses der Fall 
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is(, so wird doch k imaginär, wenn Z' und M' von verscliiede- 
iieni Zeichen sind. Nun ergiebt sich aber ans (8) mit Rücksicht 
auf die Gleichungen (5) 

Mithin haben />/, L gleiches Zeichen, wenn die Wurzeln o mid p 
reell sind, und ebenso sind M\ L' von gleichem Zeichen, wenn 
o und n reell sind. Die vorstehende* Transformation ist also 
reell, wenn alle \ier Wurzeln reell sind. 

Sind zweitens o und p reell, dagegen co und n imaginär, 
so ist Y positiv, daher z reell, aber ~, negativ. Setzt man daher 

so wird für den Fall, dass nur zwei Wurzeln reell sind, 
dx \ dz 



'^ind endlich drittens sowohl o imd p als auch co und n ima- 
ginär, so ist sowohl V ^^^ 3"^'* V'" "**gativ. Dann setze man 

^"^'odurch man 

dx l dz 



'"^ Inhalt, oder wenn man 

<i«i ^='' 

^^tzt, fiur den Fall, dass keine Wurzel reell ist, 

dx 1 dz 

fi ~ y^^~ÄÄfl/ ' yT+z^)(l + Xh*) ' 
J<Mle dieser drei Formen geht nun in die gemeinschatlliche 
^'ormalform 

dq> 

jKl— Ar*8in«9 
tiber, wenn man 

un ersten Falle c = sin 9 

im zweiten „ z --.-= cos ip 

im dritten „ z = l^ (p 

setzt. Die Substitution 2 = sin 9 des ersten Falles ist schon § ,3 

finsähnt worden; sie giebt 
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da) 1 d(p 

lin zweiten Falle erhält man 

^ = — dip; j/l+X^z^ = j(/i+A2 — A^sin^^) 

. —2t 



n 

mithin, wenn 



= Kl + ^'/l-rq^.sin2<|p, 



Z« ML _ .2 



gesetzt wird, 

doc 1 d(p 

^ ~ VA{ML'-I\fL) jf^l— Ar«8in«(p 

Im dritten Falle erhält man durch z = tg ^ 

-4= -.= -^;yr+IV = -^ /l-(l — A^jsin^^, 

Kl +2* COS qp '^ ' cos 9 '^ ^ ' ^ 

also, wenn 

-2 _ ML'—l^L _ ,2 

gesetzt wird, 

(11) .... ^-- ^^ ^? — 



' ^ y^ÄMiy Kl— Ar«8in«9 

Hiedurch ist für alle Fälle die Reduction auf die Normalform 

ausgeführt. Aliein damit diese Reduction reelle Formen liefere, 

muss im ersten Falle z <C\ und A: < 1 sein. Im zweiten Falle 

muss ebenfalls z < 1 sein , dagegen erleidet k keine Reschrän- 

kung, weil k'^ = • , immer kleiner als 1 ist. Im dritten FaHe 

endlich kann z beliebig sein, weil es der Tangente gleich gesetzt 
wird, dagegen muss A < 1 sein, wenn k reell und kleiner als 1 
werden soll. 

Wir werden nun zuerst den dritten Fall betrachten, weil 
derselbe sich kurz erledigt und dann , da z alle beliebigen W^rthe 
annehmen kann, keiner weiteren Erörterungen bedarf. Reim er- 
sten und zweiten Falle müssen wir jedoch, und das soll im 
nächsten § geschehen, auf die Wurzeln der Gleichung R^= o 
und auf das Intervall der Werthe, welche die Variable x bei der 
Integration durchläuft, Rücksicht nehmen. 

Im diitten Falle war nämlich (10) 

^ ~ MV 
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aus (8) folgt aber 








L T 


M' a 




L'— q 


M ~ 8 


mithin ist 







Nun blieb in den Formeln (6) das Zeichen der Differenz - — — 
noch willkürlich, man kann es also inamer so wählen, dass ^^ 
positiv ausfalle, wodurch zugleich A^ und also auch k^ kleiner als 
1 wird. Man erhält ferner aus (8) und (7) 

und dadurch geht die Formel (11) über in 
— = t/IT^ <^y 



§13. 

' Wir gehen nun zu einer näheren Betrachtung des ersten 
Falles über, die zugleich zu Vorschriften fuhren wird, wie man 
in jedem Falle die entsprechenden Substitutionen zur Reduction 
in die Normalform, gleich durch die Wurzeln der Gleichung 
Jfi = ausgedrückt, finden kann. 

Wir haben gesehen, dass man immer durch eine Substitution 
der ersten Ordnung, welche zwei zu bestimmende Constanten 
enthält, den Ausdruck 

^ dx \ dx 

^ yA{x — o) {x — p) (x — oo) (a? — 7t) 
auf die Form 

C _-_^___ 

K(l — 2*)(1-A:»z2)' 

in welcher C eine constante Grösse bedeutet, zurückführen kann. 
Da das Radical R verschwindet, wenn x einen der Werthe 
0, p, fij, 7t annimnüt, der Ausdruck (1 — z^) (1 — k^z^) aber zu 
Null wird, wenn z einen der Werthe -f^l, — 1, + t» — l 
erhält, so folgt, dass die Substitution der Art sein muss, dass 
jedem der Werthe o, p, gj, it von x einer der Werthe +1» — 1> 
+ -r, — — von z entspreche.. Welcher Werth von z jedem ein- 
zelnen der Werthe von x zugehöre, ist willkürlich anzunehmen. 
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nur 11)1188 darauf Rücksicht geiioinmeii werden, dass o und p, und 
ebenso auch (o und 7t je zwei auf einander folgende Wurzein 
werden, damit nach dem vorigen § die Transformation reell aus- 
falle. Wenn nun aber k ein positiver echter Bruch ist, und dies 
wollen wir. ja zu bewirken suchen, so folgen die vier Werthe von 
z, für welche das Radical in z verschwindet, in folgender Reihe 
der Grösse nach auf einander: 

(12) .... +J-. + i.-i.-r 

Es wird also der genangten Bedingung genügt werden, wenn 
wir annehmen, dass diesen Werthen von z der Reihe nach die. 
Werthe 

CO, 0, p, TT 

von X entsprechen. Um aber zu bewirken, dass diese Werthe 
von X und z zusammengehören, ist es nur nöthig, zu setzen 
X — = a{l — z), X — CO = c{l —kz) 
x — p=z b{l+z), X —7C =d{l +kz), 
worin a, h, c, d constante Grössen bedeuten. Allein zur Herstel- 
lung der Reduction bedürfen wir nur zweier constanter Grössen. 
Wir können daher auch je zwei der obigen Gleichungen durch 
Division zu einer einzigen vereinigen und erhalten dann j = 0, 
£. = /> gesetzt, 

(13) .... £=£..oJ^^ '^=^ = p\=JL\ 

^ ' x—p 1 + z x — n 1+A:z 

worin 0, P, k zu bestimmen sind. Diese Bestimmung ergiebt sich, 

wenn man in diesen Gleichungen für x die Werthe o, p, c», % 

und für z die ihnen entsprechenden Werthe +1. -^ 1» + t> — x 
sufostituirt. Dadurch erhalt man 

(o— o n^ ^ ^ o - CO „1 — k 



-p 1+A: o- n 1 + Ar 



n — p 1 — k p — n 1 

und daraus durch Multiplication 

^ ^' ' • i(o-p)(n—p) (o—'n:){p~n) 

und durch Division 



/l_Ar\2__ (0-, 



— cd) (p—n) 
n) {p — m)' 
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Es ist zu bemerken, dass die letzteren drei Ausdrucke die- 
selben Factoren, nur in ^verschiedener Anordnung, enthalten, wie 
die Grösse W des vorigen §, dass sie also auch in denselben 
Fällen positiv werden, wie jene. Da wir nun Sorge getragen 
haben, dass o, p und ca, n je zwei auf einander folgende Wur- 
zeln sind, so werden 0^ P^ ( TTit ) P^^^*^^» ""^' damit die Trans- 
formation reell. 

\ j^ 

Da sich nur die Quadrate der Grössen 0, P, ^ , . ergeben ^ 

haben, so müssen wir über das Zeichen devselben eine Entschei- 

\ — k 
düng treffen. Nun ist aber , positiv oder negativ, je nach- 
dem k kleiner oder grösser als 1 ist,*) um daher k als einen 
echten Bruch zu erhalten, muss man den positiven Werth der 
Quadratwurzel nehmen und setzen 

(15) . . . l--fc _ I 7/ (0 — «>)(p-~«) 

KITerentirt man ferner die Gleichungen (13). so erhält man 
/ \ dx g. ^ dz 



oder 

dz~ o-p {\ + zf^' © — w ' (1-f.Arz)*. ' 
Hieraus folgt, dass die Verhältnisse 
P 



— p CO — n 

hnm^r dasselbe Zeichen haben müssen, und dass sie negativ zu 
nehmen sind, wenn x und z gleichzeitig abnehmen, dagegen po- 
sitiv, wenn z abnimmt, währepd x wächst. Hienach ist das 
Zeichen von und P zu bestimmen. 



*) Man bemerke, dass die Werthe (12) ihre Aufeinanderfolge nicht 
ändern^ wenn k grösser als 1 ist, wofern man 4en Durchgang durch das 
Unendliche berücksichtigt, was in dieser ganzen Betrachtung stets ge- 
schieht; sobald aber k negativ ist, hören 0, p und co, n auf, aufeinander- 

folgende Wurzeln zu sein , und dann würde Ö*, P^^ ( . . . J negativ 

werden. 
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Dividirt man min die Gleichungen (13) und (16) durch ein- 
ander, so erhält man • 

(o — p) dx 2dz {(O — n) da) 2kdz 

(x—o) (x—p) "~ 1— zJ«* (a?— CO) {x—n) ~~ i—kH'^'' 

mithin 

dx 



(17) 



Va(x — ö) {x — p) (x — co) (x —7C) 

2jKF dz 



worin das obere oder untere Zeichen zu wählen ist, je nachdem 
X und z gleichzeitig abnehmen, oder .r /wächst, während z ab- 
nimmt. 

Wir haben nun zu zeigen, dass es möglich ist, die vorstehende 
Transformation so einzurichten, dass z immer kleiner als 1 wird. 
Dazu müssen wir auf das Intervall Rücksicht nehmen, welches 
die Variable x bei der Integration durchläuft. Es seien, der 
Grösse nach geordnet, 

«, ß. y, S 

die vier Wurzeln der Gleichung Ä^= o, sodass 

(^> ß>y > S 
und 

ä2^ JB'^= A [x — a)[x—ß) [x -y){x-' d). 

Dann werden sämmtliche Werthe, die x überhaupt annehmen 
kann, durch- die vier Wurzeln in vier Intervalle getheilt, nämlich 
in die Intervalle 

1) « ß 

2) ß y 

4) * . . » + cx> . . . «, 
und es ist klar, dass B"^ negativ ist, wenn x im Isten und 3ten, 
und positiv, wenn x im 2ten und 4ten Intervalle liegt, d. h, 
ä'2 negativ, wenn 1) a > x > ß, 3) y > oc > d 
R'^ positiv, wenn 2) ß > x y y, 4) x > d oder a > x, 

W^enn also x aus einem zwischen zwei auf einander folgenden 
Wurzeln liegenden Intervalle in das nächst folgende hinübergeht, 
so wechselt Ä'^ das Zeichen. Daraus folgt: wenn das gegebene 
elliptische Integral überhaupt ein reelles ist, so werden die Gren- 
zen der Integration in einem und demselben Intervalle zwischen 
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zwei auf einander folgenden Wurzeln der Gleichung Ä^=? o lie- 
gen, und ist dieses Intervall das Iste oder 3te, so wird die Coti- 
stante A negativ sein. Hätte mau es aber mit einem imaginären 
Integrale zu thun, so dass x mehrere Intervalle durchlaufen könnte, 
so würde man das Integral in mehrere Theile zerlegen können, 
in der Art, dass die Grenzen jedes einzelnen Integrals ein Inter- 
vall nicht überschreiten. Wäre z. ß. das Integral 



j\ 



dx 



gegeben, bei welchem A negativ und 

sei, so würde man haben 

/' dx _ / * dx __ ^ r Jlx 

In jedem Falle hat man es, sei es von vorne herein, sei es durch 
Zerlegung, nur mit Integralen zu thini, deren beide Grenzen sich 
in einem und demselben von zwei auf einander folgenden Wur- 
zeln begrenzten Intervalle befinden. 

Nun waren bei dfer Reduction o und p als diejenigen Werthe 
von X angenommen, welche den Werlhen 4- 1 und — 1 von z 
entsprechen. Wenn daher x während der Integration zwischen 
und p liegt , so wird auch z nicht über die Werthe -f- 1 und 
— 1 hinausgehen. Hienach hat man, um zu bewirken, dass z 
nicht grösser als + 1 und nicht kleiner als — 1 werde , nur 
nöthig, in den obigen Formeln für o und p diejenigen Wurzeln 
zu setzen, zwischen welchen die Grenzen des gegebenen oder 
dem Obigen gemäss in seine Theile zerlegten Integrals liegen. 
Es fragt sich alsdann noch, welche Wurzeln man für gj und % 
zu setzen habe. Dies ergiebt sich durch folgende Betrachtung. 
Die Wurzeln o, p, cö, tc waren diejenigen Werthe von x, welche 

resp. den Werthen + i, — i, +-, — - von z entsprechen. 
Ordnet man diese unter der Voraussetzung, dass A: < 1 ist, der 
Grösse nach, so hat man entweder die wachsende Reihefolge der 
Werthe von z 

-j. -1. +1. +|. 
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entsprechend den Werthen von x- 

7t, p, 0, (ö, 

oder die abnehmende Reihenfolge der z-Werthe 

+ 1 +1. -1. -i, 

entsprechend den a:-Werthen 

CJ, 0, p, 7t. 
Während daher x alle Werthe abnehmend durchläuft und nach 
und nach die Werthe a, ß, y, d annimmt, durchläuft z entweder 
abnehmend oder zunehmend die eben genannten Werthe. Man 
denke sich nun dieses Abnehmen oder Wachsen ohne Aufhören 
diirch + oo oder + cc hindurch; dann kann man die W'erthe 
auch cyclisch mit einander vertauschen, ohne die Reihenfolge zu 
ändern. Da man nun jedesmal diejenigen zwei der Werthe a, 
ß, y, d, zwischen welchen die Grenzen des Integrals liegen, den 
Werthen o und p von x gleich zu setzen hat, indem die letzteren 
den Werthen + 1 und — 1 von z entsprechen, so ergiebl die 
Reihenfolge Jedesmal, welche der Werthe a, ß, y, d man den 
Werthen cj und 7t gleich zu setzen hat. Dabei ergeben sich 
jedesmal zwei Substitutionsformeln, indem man entweder x und z 
gleichzeitig abnehmen oder aber bei abnehmendeni x das z wach- 
sen lassen kann. Ein Reispiel möge zunächst das Vorige erläu- 
tern. Es mögen die Grenzen der Integration zwischen a und'/J 
liegen, also a > a: > /S, und x und z sollen gleichzeitig abneh- 
men. Dann entsprechen einander folgende Werthe von z und x 

' + !'+!' -i'-i 

X CO , 0, p, 7t, 

Nun sind a und ß die Grenzen des Intervalls, in welchem sich 
X befindet, also hat man diese den Werthen o und p gleich zu 
setzen, und zwar, weil x von o nach p abnehmend angenom- 
men wird, und auch von a nach ß ein Abnehmen statt findet, 

= a und p = /J 
zu setzen. Nun folgt auf p die Wuj-zel 7t, und auf ß die Wurzel 
y, also ist 

7t = y; 

endlich folgt a auf 7t (wenn cj > 7t ist durch + cx) hindurch) 
und S auf y, also hat man zuletzt 
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zu setzen, lu ähnlicher Weise kann man in allen übrigen Fällen 
verfahren; das folgende Schema gieht an, welches die in jedem 
Falle einander entsprechenden Werthe sind: 

a- und z nehmen gleichzeitig ab 

..... + i +1.-1.-1 



X .. .. 


o. 


0, 


p> 


n 


a> x> ß 


s. 


«, 


ß. 


y 


ß>.x>r 


«. 


ß. 


V' 


d 


y>a:>d 


ß. 


y. 


ö, 


a 


d > ar od. a; > et 


y> 


*. 


a. 


ß 


z wächst liei 


abne 


limer 


idem 


X 


2 .... 

1 


1 
k\ 


-1. 


+ 1, 


*\ 


.r .... 


«. 


P. 


0, 


o 


a>x> ß 


*. 


a. 


ß. 


y 


ß>x>y 


a. 


ß. 


y. 


s 


y> x> S 


/». 


y. 


s. 


u 


d > a; od. a; > a 


Y. 


*. 


a. 


ß- 



Für jedes der Intervalle, in welchem x liegen kann, erhält 
man so zwei Reductionsformeln , bei welchen sowohl z als auch 
k echte Brüche werden, und zwar so, dass bei der einen x und 
z gleichzeitig wachsen und abnehmen, bei der andern dagegen z 
wächst, wenn x abnimmt und umgekehrt. 

Die vollständigen Formeln nun für jeden Fall aufzustellen, 
hatte keine Schwierigkeit. Es scheint aber bequemer zu sein, in 
jedem vorkommenden Falle nach dem obigen Schema die für 
0, p, (ö, JT zu setzenden Werthe aufzusuchen und dann die For- 
meln (13), (14), (15) und (17) anzuwenden. Nur ein Beispiel 
diene zur Erläuterung. 

Es sei y > a: > d, also A bei reellem Integral negativ, und 
z wachse bei abnehmendem x. Dann entsprechen einander fol- 
gende Werthe: 



1 
• k' 


-1. +1:+^ 


)«. 


P» 0, 0) 


•u 


y, *, a. 
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Also giebt zuerst die Formel (15) 



ferner erhält man aus (14) 






und zwar ist negativ zu nehmen, weil 

__ 
— p 8 — y 

positiv werden muss; dann folgt aus (13) 

x — y 1 + : 

und endlich aus (J7) 

dx' 



yj{x—a)(x — ß){x—y){x—9) 
iVk dz 



J/A(d-y)(a^ß) ^(1-2«) (l- kH^)' 
WO das Minus-Zeichen zu setzen ist, weil z bei wachsendem x 
abnimmt. Weil A negativ ist, so wird die rechte Seite dieses 
Ausdrucks reell, da auch ä — y negativ wird. 

lieber die Bestimmung des Zeichens der Grösse sei noch 
folgende Bemerkung erlaubt. Dieses Zeichen ist, wie oben be- 
merkt, so zu wählen, dass 

q 

— p 

negativ wird, wenn x und z gleichzeitig abnehmen, im entgegen- 
gesetzten Falle positiv. Nun entsprechen einander die Werthe 

X O, 0, p, TC, 

Wenn daher x und z gleichzeitig abnehmen, so ist mit einer so- 
gleich anzuführenden Ausnahme, o > />, mithin negativ zu neh- 
men. Wächst aber x bei abnehmendem z, so ist mit Ausschluss 
desselben Ausnahmefalles o < p, also wiederum negativ zu neh- 
men. Die Ausnahme aber tritt dann ein, wenn die Zu- oder Ah- 
nahme von nach p durch das UnendHche hindurch geschieht, 
wenn also o und p die grösste a und die kleinste 8 der Wur- 
zeln sind, d. li. wenn die Grenzen des zu transformirenden Inte- 
grals beide entweder ^ a oder ^ 8 sind. Alsdann ist o — p 
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bei gleichzeitiger Abnahme von x und z negativ, im e 
setzten Falle positiv, dann also ist positiv zu nehm 
aus ergiebt sich die Regel: Liegen die Grenzen des au 
malform zu redueirenden Integrals in einem der drei 
tervalle l) aJ,.. ß, 2) /J . . . . y, 3) y ....*, so ist negc 

die Grenzen aber in dem vierten Intervalle 4) <^ 4 

so ist positiv. 

Stellt man die Reductionsformeln nun noch einmal 
so sind äe folgende: 



(17 a.) < 



4. 7/ (0— »)(p — ^) 
r (o — ar) (p — co) 



1 



x—p * r {p — a))ip — n) i+^' 

— wenn x in einem der drei ersten InlcTvalL 
+ wenn x im vierten Intervalle liegt. 
dx 



+ 



yA{x — o) {x — p) (x- 

2n 



-<o) (a; — n) 
dz 



+ wenn x und z gleichzeitig abnehmen, 
— wenn x wächst bei abnehmendem z. 



§ 14. 
. Wir gehen nun zur Betrachtung des Falles iibei 
Grosse B^ nur vom dritten Grade ist. Es wurde ? 
erwähnt, dass man dies als einen speciellen Fall betraf 
der sich durch Specification der vorigen Betrachtung 
lasst. Dies beruht auf dem bekannten Satze, dass, 
algebraische Gleichung nten Grades durch das Versehe 
Coefßcienten der m höchsten Potenzen der rnbckannt« 
{n — fit)ten Grad reducirt wird, m ihrer Wurzeln unen 
geworden sind. Ist nun die Gleichung R"^ = nur v 
Grade, so kann man sie als eine Gleichung vierten 
trachten, deren eine Wurzel unendlich ist ; man wird ( 
die zugdiörigen Reductionsformeln aus den vorigen ab 
nen, wenn man eine der Wurzeln unendlich gross 
zwar, was gleichgültig ist, entweder die grösste = 
die kleinste = — 00. Es seien a, ß, y die drei reell« 
der Gleichung dritten Grades R'^==o, und wir nehmen 

Dureg-e, ellipl. Functionen. 4 
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an; dann sind die Intervalle für die Grenzen der Integrale 1) 
a ... ß, 2) ß "-y, 3) y . . . — oo, 4) + cx) — a. Im Uebrigen 
bleiben die im vorigen § gegebenen Vorschriften bestehen, nur 
ist überall d c= oo zu setzen. Den Einfluss davon wird man 
am besten an dem im vorigen § gegebenen Beispiele übersehen 
können. Dividirt man nämlich in den betreffenden Formeln unter 
den Wurzelzeichen entweder im Zähler und Nenner oder auf 
beiden Seiten des Gleichheitszeichens mit d oder d^ und setzt 
dann d = cx), so werden die Verhältnisse je zweier, d enthal- 
tender, Factoren gleich 1, und die Wirkung des Unendlichwerdens 
von S ist daher einfach die, dass man alle Factoren, welche 6 
enthalten, fortzulassen hat. Auf diese Weise ergeben sich fol- 
gende Reductionsformeln : 

Es ist y > a: > — co, und vc nimmt mit wachsendem z ab. 
Man erhält 

lzi* = +/y3. _L___/Zl_i_ Lm 

l + k ^ r y-a' x~y f^ (a-y){ß~y) 1 +c 

dx 2 yjc' dz 



Vj(x—a)(x—ß)(x -y) y-A{a - ß) K(l — jr«) (l — )t»:*) 

§ 15. 
Es soll nun zunächst die im Vorigen auseinander gesetzte 
Methode an einem Beispiele erläutert werden, und zwar stellen 
wir uns die Aufgabe, das elliptische Integral, das bei der Bewe- 
gung des Pendels die Zeit bestimmt, nämlich das Integral (5} 
§ 6 . 

(18) t=y]: (r-P--- 

auf die Normalform zu r^duciren. Dasselbe kann zuerst auf ver- 
schiedene Weise in algebraischer Form dargestellt werden. Die 
scheinbar einfachste Art, die aber bei einer Transformation der 
ersten Ordnung nicht die einfachste Reduction üefert, entsteht, 
wenn man 

cos ^ = o: 
setzt, wodurch man, wenn zugleich der Kürze wegen 

cos a = « 
gesetzt wird. 
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(19) t.^-^y±jy= 



{x-\)( 



erhalt. Wie man sieht, ist alsdann das Ha 
Grade upd zwar zerlegt es sich von selbst in 
indem die Wurzeln der Gleichung B^ = o d< 
ordnet die^ folgenden 

+ 1, + a, — 1 

sind. Der Winkel a bedeutet den grössten \^ 
kel ij annehmen kann, cos ^ oder x kann 
als + I und nicht kleiner als a werden, wo<] 
tigt, dass X nur in dem Intervall zwischen ( 
ander folgenden Wurzeln + 1 und a liegt. 

Für die Wurzeln o und p haben vAt dal 
des 8 13. 1 und a zu setzen, und zwar entw 
in umgekehrter Ordnung, je nachdem wir ann 
z und X gleichzeitig wachsen oder nicht. Da 
nimmt, wenn /wächst, so wollen wir, damit 
wachsen, diejenige Reduction wählen, bei ^ 
wenn o? wachst. Da ferner die Werthe 

^.... + j. +1.-1,-1 

X 0), 0, p, 7C 

einander entsprechen müssen, so müssen wir 

ßj, 0, p, Jr 
resp. — 1, + a, + 1, oo 

setzen. Alsdann giebt zuerst die Formel (15) 

l - Ar _ y r+r^ _ /i-f-cori 



woraus 



^— 1 + cos^a ^^ * 



folgt. Ferner folgt, aus (13) und (14) 

r-1— ~A^ 2 *l + z 



X ■ 
X- 

und aus (17) 

dx 2K^' 

y-^{x-\) (ar — fl) (ar+lj Kr^a 
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Setzt man hierin noch z = sin q) und drückt a und x durch 
a und if aus, so erhält man die vollständigen Reductionsformelo, 
die aber von den in § 6 gegebenen verschieden und nicht so 
einfach wie diese sind. 

Zu diesen einfacheren gelangt man , wenn man nicht cos ^, 
sondern sin ^ ^ iii (18) als neue Variable einfuhrt. Denn da 
cos ^ — cos a = 2 (sin^ ^ « — sin^ J ^) - 

ist, so wird, wenn man 

sin 4 ^ == ^ und sin J a =^ c 
setzt, das elliptische Integral (18) 

oder , wenn man das Radical in seine linearen Factoren zerfällt 
und dieselben nach der Grösse der Wurzeln, deren Reihenfolge 
+ 1; + c, — c, — 1 ist, ordnet, 

dx 



-7/1 r — 



^c) (x+c) (x+1) 

Der Winkel ^ liegt während der ganzen Bewegung zwischen + « 
und — «, daher x wiederum zwischen den auf einander folgen- 
den Wurzeln + c und — c. Diese sind es daher, die wir an 
die Stelle von und p zu setzen haben und zwar auch in dieser 
Reihenfolge, wenn wir bewirken wollen, dass i, x und z gleich- 
zeitig wachsen. Demnach hat man für 

cö, 0, p, 7t 
resp. + 1, + c, — c, — - 1 

zu setzen und erhält aus den Formeln (17 a) 

1--* . ^/ (c— i)(i~cr 1 -c , • . . 



i+k--r 

X — C 


/(e_l)(e+l) i-z z^i 


x + c 
woraus 

endüch wird 


i (-c^i)(i -c) 1+, — z+r 

cz oder sin ^ ^ x= sin ^ a sin 9? ; 

dx 2Vk t 



dz 



y{x-\) (X—C) (x + c) (x+i) ~ V2^ ^(l_.2)(l__^22«) 

d(p 
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woraus, wie oben, 

,_-,/i r ^ 

folgt. 

Wir schUessen liieran gidch die Belrachtuiig des ganz her- 
uraschwingenden Pemlels, besooders weil dabei recht deutlich 
wild, wie die Rediiction des elliptischeii Integrals auf die Nor- 
inalform wesentlich von den Grenzen, zwischen denen die Variable 
zu nehmen ist, abliangt. ' 

Wir haben § 5 gesehen, dass, wenn man mit v die Winkel- 
geschwindigkeit bezeichnet, welche das Pendel zur Zeit t = o, 
d. h. in dem Augenblicke, wo es durch die Verticallinie hindurch- 
gebt, besitzt, 

cos« = l~2^ 

ist, und. dass der Winkel a zu existiren aufliört, und das Pendel 
ein ganz herumschwingendes wird, wenn 

Iv'^ > 4g 
ist. Nun folgt 

, -,/l — cosa -»//w* 

In dem vorliegenden Falle ist also c > 1. Wollte man nun die 
xorige Reduction ohne Weiteres auch hier anwenden, so wurde 
«1er Modul k = c nicht mehr ein echter Bruch sein. In der 
That ist aber hier eine andere Reduction nothwendig, weil die 
€renzen der Veränderlichen andere geworden sind. Ordnet man 
die Wurzeln der Gleichung R^= o wiederum ihrer Grösse nach, 
so sind sie 

+ ^•, + 1, — 1, — c, 
und jetzt liegt o* = sin ^ ^ nicht mehr zwischen + c und — c 
sondern zwischen + 1 und — 1. Man hat daher für 

», 0, p, 3r 
resp. + c, + 1, — 1, — c 

zu setzen. Mit diesen Werthen erhalt man dann 



i-k -f/ (l-c)(c-l) ^c-1 

weil der i>ositive Werth der Wurzel genommen werden muss, und 
c > 1 ist, woraus 
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folgt. Ferner wird, weil nun o= + l, p = — 1 zu setzen ist, 

a?~l _ _ .,/ (l-c)(I+c) 1-^ _ z-1 
x+l~ /^ (-1— c)(-l + c) 1 + z 2 + r. 

woraus a? = t oder ^ = 29? 

folgt. Endlich ist 

dx 2Vk dz 



y(x—c) {x~ 1) (a?+l) (a;+c) ^272^ K(l - 2») (1— A:«z*) 



= A:. 



1/1=^ 



sin' 9 



und 

ö 

Bei dem ganz heruraschwingenden Pendel lässt sieh liienach der 
Winkel ^ selbst durch die Amplitude des Integrals ausdrücken. 
Nämlich da 

_ 

ist, so hat man 

(p = am Y und daher ^ -- 2 am ^ f mod. y -Aj» 

und damit bestätigt sich, dass der Winkel ^ fortwährend wächst, 
da die Amplitude für reelle Werthe des Arguments eine stets 
wachsende Function ist. (§ 7.) Es wird sich später zeigen, dass 
auch die Function Amplitudo in eine stark convergirende Reihe 
entwickelt werden, und daher auch für jeden Werth des Argu- 
ments und des ModuTs berechnet werden kann. Da nach § 4 

dam u . 

: — = ^ amu 

du 

ist, so erhält man auch die Winkelgeschwindigkeit 

dib . vt 

-J = V ^ am —' 
dt i 

% 16. 
Wir gehen nun zu dem zweiten Falle iiber, in welchem die 
Gleichung Ä^ = zwei reelle und zwei imaginäre Wurzeln hat. 
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Wir haben § 12 gesehen, dass in diesem Falle der Ausdruck 
-^ auf die Form 

H 



dz 



gebracht werden kann. Man kann nun diesen Fall kurzer erle- 
digen und aus dem ersten Falle herleiten, wenn man k imaginär 

annimmt und 

k = a 

setzt. Wir wollen annehmen, es seien o und tc die beiden con- 
jugirten imaginären Wurzebi. Setzt man 

o z= ^ -{- iv, 7t = iA — iv, 
so wird 

R'^ = A {x — o) (or — p) [{x — /tt)2 + 1/2], 

sodass ^n dieselbe Bedeutung, wie im §12 hat, an Stelle von v 
aber v^ zu setzen ist, was zweckmässig erscheint, da diese Grösse 
hier positiv ist. Man erhält nun zunächst aus (13) und (14) 

X — o — -y/ Co — /u. — iv) (o - jLt + tV) 1 -z 

X — p ' f {p~ ^ iV) (p — ft + iv) 1 +2 

üeber das Zeichen gilt dieselbe Regel wie früher, nämlich wach- 
sen X und z gleichzeitig, so erhält dieser Ausdruck das entgegen- 
gesetzte Zeichen wie o — /?, im umgekehrten Falle dasselbe Zei- 
chen. Ferner erhält man aus (17) 

dx _ 

yA{x-0) (x-^p) [{X^^)2^y2] — 

+ 2lKä" dz 

— yA2iv{o-p) y{[--z^){\+iv)* 

worin das obere oder untere Zeichen zu nehmen ist, je nachdem 
z und X zugleich wachsen oder nicht. Hierin ist nacb § 12 
z = cos g) und 

_i — k'2 

1 + ^2—'^ 

Zu setzen, dann erhält man 

dx 



(20) 



yA(x — o) (x—p) [(x — fip + v^] 

-T t/- -'■ ~ ^ _. 

-Tf^ A(l+X^)v{o-p) yr--ki'sini^ 
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um endlich den Modul zu bestknmen, zieht man zuerst aus 
(15) die Gleichung 

1— t^ _, ^ -j/jo ~ii ~iv)(p—fi'\' iv) ^ 
1+iX — r ip — fA+iv)(p — fi—iv)* 

oder wenn man der Kürze wegen 

(o — fi) (p — ft) + 1^^ = w, V (o — p) = V 



setzt. 



(211 \=^=^ + /'^\^- 



Hier muss bei der Bestimmung des Zeichens zugleich auf die 
Grösse A Rucksicht genommen und dasselbe so gewählt werden, 
(lass der in (20) enthaltene Ausdruck 

21 

Ä(\+l^)v{o-p) 

positiv wird. Multiplicirt man in (21) Zähler und Nenner links 
mit 1 — iX lind rechts mit Yu + iv so erhält man 
]—l^ — 2li , i(.+vi 

und daraus 

Da nun v = v {g -- p) ist, so ergiebt sich 

und dieser Ausdruck muss daher dasselbe Zeichen wie A erhalten, 
d. h. das obere, wenn A negativ ist, das untere, wenn A positiv 
ist. Ferner erhält man 

2x^ y^+^^u 

1 + ^2— y^^Tif^ ' 

also 



worin, weil hier das obere und untere Zeichen dem oberen und 
unteren Zeichen des vorigen Ausdrucks entsprechen muss, eben- 
falls dasjenige Zeichen zu wählen ist, welches der Grösse A zu 
kommt. 

Es war hier z == cos 9) gesetzt, also muss dafür gesorgt 
werden , dass z ein echter Bruch bleibt. Da nun der Ausdruck 
(1 ~ z2) (1 + AV) für die Werthe + 1, - i, + 1, - 1 yer. 
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schwindet, so sind auch hier o und p diejenigen Werthe von x, 
weiche den reellen Werthen -f- 1 und — 1 von z entspi'echen. 
Nennt man aber a die grössere und b die kleinere der beiden 
reellen Wurzeln, so wird das Gebiet von + oc bis — cc in die 

beiden Intervalle 

a b und b . . . + oo . . . a 

getheUt, welche von den Grenzen eines Integrals nicht überschrit- 
ten werden, wenn dasselbe reell ist. Um nun zu bewirken, dass z 
zwischen + 1 und — 1 liege, hat man wie früher nur uöthig, die 
Substitution so einzurichten, dass x von o nach p fortschreitet, 
Avährend z von + 1 nach — 1 geht. 

Ist also 1) a> xy- b, so muss man, wenn x und z gleich- 
zeitig abnehmen sollen, setzen: 

o=:a, p = b; 
s«H aber x wachsen, während z abnimmt, umgekehrt 

o = b, p = a. 
Ist 2) a: > a oder < 6, so hat man in dem Falle der gleichzei- 
t-igen Abnahme von x und z 

oz=b, p = a 
^u setzen, weil alsdann x von b unaufhörlich abnehmend und 
«furch + oo nach a fortschreitend gedacht werden muss. Wächst 
dagegen x bei abnehmendem z, so hat man umgekehrt 

= a, p = b 
zu setzen. 

Der Fall, dass das Radical vom dritten Grade ist und eine 
reelle Wurzel besitzt, erledigt sich wieder leicht dadurch, dass 
man wie im Vorigen eine Wurzel unendlich setzt. 

Der Fall zweier reeller und zweier imaginärer Wurzein tritt 
bei der Rectification der Lemniscate ein. Die Gleichung die- 
ser Curve, bezogen auf diejenigen rechtwinkligen Axen, welche 
sie in vier congruente Theile theilen, lautet, wenn mit a die 
halbe Axe bezeichnet wird. 

Noch einfacher wird sie, wenn man Polarcoordinaten einführt und 

a: z= r cos ^, y = r sin ip 
setzt. Dann verwandelt sie sich in 



(22) r^ — «^ (cos^ t — sin^ ^) = o oder r = + a ycos2t. 
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Nun ist, wenn ds das DlfTerential des Bogens bezeichnet, 

Alis (22) aber folgt 

— «.sin 2t/» ,, dib —- r 



rf5 = + —7= 



-/.-s 



Setzt man jetzt 



/i-f: 



r 



SO ist 2, da r nicht grösser als a werden kann, ein echter Bruch, 

und man erhält 

, I adz 



Hier hat das elliptische Integral schon von selbst die gewünschte 

Form, denn es schreibt sich sogleich 

, I adz 

ds z= + 



T(l-z2)(l+z2) 

Daher ist P ■= 1 und folgUch k^ = ^. Mithin erhält man durch 
z == cos (p 

Dieses Integral mit dem speciellen Werth y^ des Moduls k ist 
dadurch historisch merkwürdig, dass an ihm die ersten Ent- 
deckungen über elliptische Integrale gemacht worden sind. 

Um auch noch kurz des 3ten Falles, in welchem alle 4 
linearen Factoren des Badicals B imaginär sind, Erwähnung zu 
thun, so haben wir diesen Fall schon im § 12 abgemacht. Es 
erhellt nun aber auch, dass der Umstand, dass hier das Gebiet der 
Werthe von x nicht durch das Vorhandensein reeller Werthe, für 
welche R verschwindet, in Intervalle getheilt wii'd, mit der Sub- 
stitution tg g? = z, welche der Grösse z alle möglichen Werthe 
anzunehmen erlaubt, ganz im Einklänge ist. 
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Vierter Abschnitt. 
Von den drei Gattungen elliptischer Integrale. 



§17. 

Wir haben uns im Vorigen lediglich mit der ßeduction des 
Integrals 



rdx 

J ^ 



in welchem R die Quadratwurzel aus einem Ausdruck des vierten 
oder dritten Grades bedeutet, beschäftigt, und es ist gezeigt wor- 
den, dass man immer ein solches Integral auf die Form 






I>ringen kann, worin C eine Constante und k einen echten Bruch 

bezeichnet. Die dabei anzuwendende Substitution war stets von 

der Form 

„ g+^^ 

^ "" c+dz' 

Menn a, b, c, d constante Grössen bezeichnen, und für z hatte 

man in den drei Fällen , dass die Gleichung Ä^ = o vier oder 

zwei oder keine reellen Wurzeln hat, resp. sing?, cosg?, tgg? zu 

setzen, sodass die Substitutionsformeln in den drei erwähnten 

Fällen resp. von den Formen 

^ ^ * * c-^dsintp* c+rfcosy' C'\'dig(p 

sind. 

Wir gehen nun zu der Betrachtung derjenigen elliptischen 

Integrale über, welche im Zähler noch mit einer rationalen Function 

von X behaftet sind, welches, wie § 11 gezeigt worden ist, die 

allgemeinste Form ist, auf welche die elliptischen Integrale stets 

reducirt werden können, nämlich die Form 

rF(x)dx 



ß 



WO F{x) eine algebraische rationale Function bezeichnet. Indem 
man die Substitutionen (23) anwendet, geht in den drei Fällen 
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der Beschaffenheit von R das obige Integral in eine der Formen 

/24\ r f(8in(p)dq) r f (cos (p)d<p r f{tgq>)ä(p_ 

über, und es ist klar, da die Substitutionen (23) linear sind, dass 
die in den Zählern vorkommenden Functionen / wiederum ratio- 
nal sein werden. 

Es soll nun zuerst gezeigt werden, dass, wenn diese Func- 
tionen f ungerade Functionen sind, die vorstehenden Integrale 
aufliören, elliptische zu sein, und auf Logarithmen, cyclometrische 
oder algebraische Functionen führen. Eine ungerade rationale 
Function hat nämlich die Eigenschaft, dass sie gleich dem Pro- 
duct aus einer geraden rationalen Function in die Variable ist; 
eine gerade rationale Function aber ist stets eine rationale Func- 
tion des Quadrats der Variablen. Bedeutet daher f eine ungerade 
und F eine beliebige rationale Function, so hat man 

f{u) = u.F{u^), 
In diesem Falle nehmen also die drei Integrale (24) die Formen 

/sin qp f^ (sin ^ 9) rfqp /" cos 9 B" (cos^ qp) rfqp /* tg(p F (tg^ <jp) dtp 

Fl-A:2sin2^' J Vi^k'^si^^' J Vr^^W^^ 
an. Setzt man nun in denselben 

wodurch 



sin^ (p=z Zy 



cos^ 9 r:= 1 — z , tg'^ 9) = Yzr. » ^9 = 



2yz{i-z) 

wird, so erhält man 

8inyi^(sin2y)rfy VI, F (z) dz F(z)dz 

Vi-k^sm^q) 2yz{l—z)(l-k^) ~ 2 ^(1 — z) ( l — A:*z) 

co8q)F{co8^(p)d(p yi-^z F ( i — z)d^ F{l—z)dz 

Vi — k^sm^fp 2yz{i—z){i—kH) 2yz{[—kH) 



*R 9> ^ Ctg2 q>) d(p 



/,^Kf> Ki^> 



Vi-k^sm^qj 2yzil -z)il-k^z) 2 (1- z) ^1— Ar^i 

In keinem dieser Integrale übersteigt nun die Grösse unter dem 
Quadratwurzelzeichen den zweiten Grad, sie führen daher sämmt- 
licli entweder auf algebraische oder cyclometrische Functionen 
oder Logarithmen und sind nicht elliptische Integrale. 

Bedeutet ferner in den Integralen (24) f eine beliebige ra- 
tionale Function, so kann man dieselbe immer in eine gerade 
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und eine ungerade Function zerlegen. Denn man 
f sein möge, immer die identische Gleichung 

f{u)=\\f[u) + n- «)] + »!/(«)-/•( 

Die Function /*(w) + /*(— m) ist aber eine gerade F 
ungeändert bleibt, wenn man — u statt u setzt, u 
— f ( — u) eine ungerade Function, da sie den en 
Werth annimmt, wenn — u statt u gesetzt >\1rd. 
noD hervor, dass die Integrale (24) sich im AUgei 
Theile zerlegen, von denen der eine kein elliptiscl 
Nach Absonderung dieses TheUes haben wir es ( 
mit Integralen zu thun, welche im Zähler ^ine g e 
Function von sing?, cos 9 oder tg g? enthalten, 
merkt, sind aber gerade rationale Functionen stets 
tiönen des Quadrats der Variablen, daher sind di( 
denen wir uns zu beschältigen haben, wenn F eir 
üönale Function bezeichnet, und das Zeichen z/9 = 
wieder eingeführt wird, die folgenden: 

{ciK\ rF{sm^(p)d<p f F (cos^ (p) d tp ( 

^^^^ ' ' J ^^ ' J Jcp ' J 

Da endlich von den Grössen sin^ (p , cos^ cp , tg 
irgend eine derselben rational ausgedrückt werdei 
diese, drei Formen nicht mehr wesentlich von ein 
den, sondern können auf einander reducirt werden 
daher unsere weiteren Betrachtungen an eine ders 
wir die erste wählen, also das Integral 



(26), f' 



F{si n^(p)d(p 

Eine rationale Function besteht im Allgeme 
ganzen und einer echt gebrochenen Function; let 
der in Partialbrüche zerlegt werden ; daher kann 
die Function F (sin^ g?) aus einem Aggregat vo 
der Form 

M{m + sin2 ^)^ 

bestehe, worin der Exponent ^ eine positiv<» odei 
Zahl oder Null, und die Coefficienten M und tn n 
ginäre Constanten sind. Es sei besonders heiv 
bei der Zerlegung einer gebrochenen Function i 



M Cs^ 
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mit Nennern von vorstehender Form letztere auch imaginär wer- 
den können. Wir werden darauf späterhin Rücksicht zu nehmen 
haben. Hienach zerlegt sich das Integral (26) in eine Summe 
von Integralen von der Form 

i+sin2qp)^rfqp 
dtp 

und es lässt sich nun zeigen, dass jedes Integral von dieser Form 
sich auf drei Formen zurückführen lässt, die entstehen, wenn 
entweder 

^iLz=o oder ^il^f^I oder |li = — 1 
ist, d. h. auf die drei Formen 

i dtp i(m-\-ain^q))dq) i dtp 

welches die von Legendre festgestellten drei Gattungen ellipti- 
scher Integrale sind. 

Dazu führt eine Reductionsformel , die sich aus der identi- 
schen Gleichung 

(w + sin^ (p)^ sin cp cos (p z/g? =— 



(27) 



/d[(m-\-8in^ (p)(^ain q> cosqp Jcpl ^ 



ergiebt. Führt man hier die Differentiation rechter Hand aus, 
so erhält man unter dem Integralzeichen folgenden Ausdruck, der 
in dg) multiplicirt ist, 

2(1 {m + sin^ (p)^ sin*^ (p cos^ (p ^(p + 
\m -f sm-^ ^y cos^ tp /Itp — sm^ 9) z/9 ■_ -^ -\, 

und multiplicirt man den ganzen Ausdruck mit z/9, so erhält 
man ^nter dem Integralzeichen als Factor von -^ den Ausdruck 

j2/x (m + sin^ ^^'~ sin^ tp cos'^ tp z/^9 + 
^(w -f sin^ 9)'* [cos^9)z/^g? — sin^ ipJ'^q) — k'^ sin^^ cös^y]. 
Setzt man zur Abkürzung 

m + sin* q) c=z V, 
wodurch 

sin* (p ^r= V — m, cos* ^ = 1 — v -^m, ^9? = 1 — kH + **« 
wird, und suhstituirt dies in (28), so verwandelt sich dieser Aus- 
druck in folgenden 
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- 2/t^.#-^ -K {2(1 + 1) Ä.t^- (2fi + 2) C.vf'+^ + 

worin zur Abkürzung 

^ = m (1 + m) (1 + k'^m) 

B=l + 2m + 2A-m + ik'^m^ 

e = l+k'^ + Sk'^m 
gesetzt ist. Dieser Ausdruck nun, mit -^ multiplicirt und zwi- 
schen den Grenzen o und g) integrirt, bildet die rechte Seite der 
Gleichung (27). Bezeichnet man also mit V das Integral 

f ? 

/ vf'dip / '(m + sin^ qp)/* dtp ^ rr 

SO erhält man die gesuchte Reductionsformel 

(29) [m + sin^ (pf sin (pcos(p^q) = — 2fiA V^_i + (2/x + 1) ^ F^ 

- (2ft + 2)C F^^.1 + (2/t + 3) k^ F^+2- 
Mittelst derselben kann man Jedes Integral V mit einem belie- 
bigen Exponenten (i auf die folgenden drei 

To, r^, und F_, 
zurückfuhren; denn für /i=:o oder |Lt=— 1 erhält man Fj 
oder FL_2 durch diese drei ausgedrückt; für ft = 1 erhält man 
^3 ausgedrückt durch Fj, F^, F^,; aber Fj war schon 
durch Fq, Fj, F__j ausgedrückt, also kann man auch Fj durch 
die nämlichen drei Integrale ausdrücken. Ebenso erhäh man für 
ft= — 2, F_3 ausgedrückt durch F-jLj, F_i, F^ und also 
auch durch F_j, F^, F^. Fährt man auf diese Weise fort, so 
ergiebt sich, dass man für jedes beliebige ^i das Integral F 
durch Fj^, Fj, F__j ausdrücken kann. 

Zwei ähnliche Reductionsformeln kann man erhalten, wenn 
iQan von den beiden anderen der Integrale (25) ausgeht. Die- 
selben lassen sich auch aus (29) ableiten, wenn man einmal 
cos ^ = sin g) und das andere Mal i tg ^ = sin (p und zugleich 
— rn ^r:= m setzt. 

Hiedurch ist nun nachgewiesen, dass man jedes elliptische 
Integral im allgemeinsten Sinne, d. h. jedes integral einer ratio- 
nalen Function der Variableu und einer Quadratwurzel aus einem 
Ausdruck vierten oder dritten Grades, theils auf algebraische, 
cyclometrische oder logarithmische Functionen, theils auf eine. 
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oder zwei, oder alle der drei Gattungen elliptischer Integrale im 
engeren Sinne 

(^(\\ C^ r(m'\-sm^q))d(p C dq) 

^"^"^ ' ' J Jq>' J Jcp ' J (m+sm^~q>)Jq> 

zurückführen kann. Diese drei Formen sind nun diejenigen, 
welchen Legendre der Reihe nach die Namen: Elliptisches 
Integral der ersten, der zweiten und der dritten Gat- 
tung gegeben hat. 

Wenn in dem Integral (26) die Function F eine ganze Func- 
tion ist, so lasst sich leicht zeigen, dass die dritte Gattung fort- 
fällt, und das Integral sich allein auf Fq und V^, also auf die 
erste und zweite Gattung allein reducirt. Wenn nämlich F eine 
ganze Function ist, so hat der Exponent fi nur positive Werthe. 
Setzt man nun in (29) zuerst fi-—o) so erhält man, weil dann 
das J^»__i enthaltende Glied verschwindet, 

sin (pcosq)^(p = B Vq — 2CV^ H-S^^Fj. 
Hiedurch kann man also zunächst V2 auf F| und Vq zurück* 
fähren. Setzt man ferner /li = 1, so folgt 

(m -f- sin^ 9).sin 9? cos (p z/9? = — 2^F^ + 3^F^ — 4CF2 

wodurch F3 auf F^, Fj und Fj und damit ebenfalls auf F^ und 
Fj reducirt wird ; fährt man so fort, so sieht man, dass die dritte 
Gattung F_j niemals vorkommt, also das, eine ganze Function^ 
enthaltende, Integral (26) durch die erste und zweite Gattung 
allein ausgedrückt werden kann. 

§18. 

Das erste der Integrale (30) nennt man die Normal form 
des elliptischen Integrals erster Gattung. Legendre 
hat es, wenn es zwischen den Grenzen und 9? genommen wird, 
mit F((p) bezeichnet: 

Das zweite Integral 

f (»i+8in2(p)flfqp 



/ 



fuhrt auf die zw-eite Gattung. Zur Normalform derselben hat 
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Legendre eine noch etwas einfachere Form gewählt, nämlich 
die Form 



ß 



' ^9? dg). 

Um jene auf diese zurfickzufuhren, erinnere man sich, dass man 
hat * 

sin^ (p = — lü« » ^^^^ ^ + sin 9 = — - — r, -' 

Demnach erhält man 

Ü 

Legendre . setzt nun 

' ^ip dq> == E^ [ff] 



/' 



und nennt dies die Normalform des elliptischen Inte- 
gi'als der zweiten Gattung*). In diesen Legendre'schen 
Zeichen ausgedrückt, wird nun 



(31J 



/ (in + sin* g))rfcp l+»tÄr* „ / \ 1 _, , . 



Hiebe! ist zu bemerken, dass, wenn man sagt, ein Integral 
fölire auf üie zweite Gattung, dabei nicht ausgeschlossen ist, dass 
der Ausdruck auch die .erste Gattung einhalten kann. Dasselbe 
glk auch von der dritten Gattung. Sagt man, ein Integral führt 
auf die dritte Gattung, so kann der Ausdruck für dasselbe auch 
die erste und zweite Gattung enthalten. 

Wir fügen der vorigen Gleichung auch die A^usdrücke für 
die beiden analogen Integrale 

J Jtp J Jtp 



*) Legendre^atte hiefür eigentlich das Zeichen E ((p) angewendet, 
weil wir aber diesem Zeichen, wie sogleich erhellen wird, eine etwas an- 
dere Bedeutung beilegen wollen, so haben wir der Legendre'schen Func- 
tion E einen Index beigefügt. 

Diirege, ellipt. Fanctionen. 5 
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hinzu. Man hat 

m + cos^ (p = m + 1 --^ = j^ f. - ^(p, 

also ist 



Ferner ist 






</9 






q>\dq> 



(33) 



Um das letztere Integral zu ermitteln, differeniiire man den Au 
druek tg (p Jtp, dann erhält man 

4 {i% (p jd(p) jd€p A:*8in*9 d*(p — Ä:*8iü*q) cos*^ 

• dq) cos* 9 J(p cos* tp dq) . * 

und wenn man A^<p = k"^ + ^^ cos^ 9 substituirt und integrir 
tg <p ^9> = k'^ l'-p-r + i''^-^^ 

Demnach erhält man 

^^^^ • • J oo8^q>Jg> —-^"i j^T^ + ^ W ^ 

und wenn man dies in (33) substituirt, 

(35) . . y(.+y.^ ^tgy^ _^ ^ ^(^^ _ £^^ 

Setzt man noch in den Formoln (31), (32), (35) w = 0, s 
hat man auch 
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y 



'sin* y d(p F(fp) — Eii(p) 



f. 



J 



tg*y dq> tgy i^y — JS|(y) 



Nachdem dureh die Umkehrung des eili[ 
der ersten Gattung die Einführung der eigentl 
Functionen gewonnen war, wurde statt der Am 
tegral der ersten Gattung selbst, also wenn nia 

setzt^ die Grösse u das Argument für die ellipti 
Diese Grösse führte Jacobi nun auch als A 
elliptischen Integrale zweiter Gattung ein, sodass 
elliptische Functionen werden, die man, weil 
elliptischen Functionen sind , zum Unterschiede \ 
elll|)tiscben Functionen 

sin am u, cos am u, z/ am u 
elliptische Transcendenten nennen kann. 

(p z= am u, 
und nach § 4 

dip =:= '^ am u du 
ist, so erhält man 

I ^tp dq> = j jd^ am u du. 
Diese Function möge mit E (u) bezeichnet werti 

^1(9) = ^M 

ist. Druckt man nun in den Formeln (36) a 
so erhält man 



u 

ß 



z/^ am ti du= E [u) , 
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sm^ am u du = — ,, ^ , 



/' 

I COS- am u du ^= t| — ^^ — , 

u 

/,« . Uramudaniu — E (u) 

tg2 am u du = ^^^-; ^^ -^'. 



Das voUstäodige elliptische Integral der zweiten Gattung, 
nämlich dasselbe für den Werth ^ der Amplitude jp, oder was 
ebenso viel ist, für den Werth K des Arguments Uy bezeichBete 
Legendre mit E^, sodass ' - 



/' 



2 

Jq) dfp = eK 



Wir werden es kürzer mit E bezeichnen, also setzen 

T K 

j ^ip d(p = Yz/2 am udu = E [K) = E, 



In den „Fundamenten" hat übrigens J acobi die Function E[u) 
gar nicht, sondern führt im § 47 die Function Z[u) ein, welche 
mit Jener durch die Relation 

Z[u) = E{u) — ^u 

verbunden ist, und von der weiter unten*) noch die Rede sein 
soll. 

§ 19. 
Die dritte Gattung entspringt aus der Form 



»" ji^ 

als Normalf< 

/ dq> 
(l+/isin« 



Legendre hat hier als Normalform die folgend« 



9)^9 



*) Vgl. Abschn. XV. 
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aurgesteilt und, davS Integral zwischen den (irenzen o und q> ge- 
nommen, mit 72 (9, n) bezeichnet. Da Jacobi das Zeichen II 
beibehalten, aber in gänzlich veränderter Weise angewendet hat, 
so wdlen wir, um die Verwirrung der Zeichen zu vermeiden, die 
Legendre*sche Normalform der elliptischen Integrale 
dritter Gattung mit 77^ bezeichnen, also setzen 

T 

ü 

Während die elliptischen Integrale ei*ster und zweiter Gattung 
nur von zwei Grössen .abhängen, der Amplitude und dem Modul, 
enthält die dritte Gattung noch eine dritte Grösse, nämlich die 
Grösse n, welche Legendre den Parameter genannt hat. 
Dieser Parameter kann, wie aus der Entstehung der dritten Gat- 
tung hervorgeht, sowohl reell als auch imaginär sein. 

Das Integral (37) und die beiden ihm analogen, lassen sich 
nuu leicht auf die N^rmalform zurückfuhren. Zuerst ist 



m + sin' {p = m {1 ^ sin^ qp) , 



daher 



Ferner: 






J^^-T- = - ^1 (9>. -)• 



m + ros* 9 = (w + 1) (1 - — j-j sin» 9), 



J 



? 

(;Ä+co8«g))'3i ~ ^+\ ^^ ^^' "" ^+1^' 

'^nttens ist: 

. m — 1 . « 
... 2 1 sm^ (p 

^ + tg' 9> = ^^T- = ''» i ^-5 » 

' ^ ^ cos* 9 1 — siu*9 

also 

f f 

r dfp J^ / (l — 8in»qp)rfqp 






^9) d(p 



V (1 --sm^9?)^9? 
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Nun ist aber 



niithio 



l / sin' y dfp 

~ "• V (1 - ^ sin'9) ^^ • 



und 

? 



Für den Fall, dass m = o ist, reduciren- sich die eben belräch- 
trtcn Integrale auf die zweite Gattung. Eines derselben, nämlich 



/ 



cos* 9> Jcf> 



liaht^n wir schon unter (34) ermittelt. Die beiden anderen er- 
gehen sich auf ähnliche Weise. Nämlich man hat 

d(cotg(pJ(p) Jq> Ar*co8*<jp 

dq) sin' 9 ^tp 

— J*q> — A:* sin* qp cos* qp 
sin* 9 j€p 

1 , k^fiin*w 



sin* 9 J<p Jtp 

Integrirt man nun, um das Unendliche zu vermeiden, zwischen 

lrpn7Pn m ttni\ . 

2' 

n 

und wenn man die erste der Formeln (36) benutzt und sich er- 
innert, dass /' f^\ -^ IC und E^ {^\ = E ist. 



den Grenzen 9? und ^, so erhält man 






J • 
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Das andere Integral läs$t t»ich auf dieses zurückfuhren; es ist 

/afp r(l — ein* q>)dq) § f^fp /*^9 . 

tg^tpjtp J 8in*qpz/qp ^/ sin* qf dtp """ J ^ ' 

niiiimt man also wieder, um das UnendKche zu vermeiden, (p und 
2 als Grenzen, so ergiebt sich 



(39) 



• J-^h^ = cotg 9 z/9 - ^ + ^, {ff). 



Drüekt man auch hier die Formehi (34), (38), (39) in elliptischen 
Fiuictionen aus, so erhält man 



j 



-TT-' — = cotg amu ^amu — u 4- E(u) + K ^ E 

sin* amu ^ t \ j i 



(40) 



U 

ydu tf^ am u J am u E (t<) . 
C08* am u "" W^ fc^ 



y-—^ — = cole amu^amk — E-i^E (u). 



§ 20. 

Die Form, welche Jacobi als die Normalform für die ellip- 
tischen Integrale der dritten Gattung wählte, ist folgende. Er 
Setzte 



/ 



k^ sin am a cos am a d.am a sin* amudu 



1 — l^din^ama ain* amu 



= n [u, a). 



her Zusammenhang derselben mit der Legendre'schen Form er- 
giebt sich folgendermassen. Da man hat 



1 



so ist 



l-^-ii8in*9 






1 + n sin* <jp ' 



) dq> 



jj I V / dq> „/ s / n sin* y i 

11^ 19, n) — f ^i^„3in,^3^^ — ^ IW ' J (I + „ sin*9) dtp 

Jacobi gab nun der dritten Gattung in dem Falle eine reelle 
Form, wenn der Parameter /* ein negativer echter Bruch und 
absolut genommen kleiner als k*^ ist, indem er setzte 



f 
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n = — k^ siii^ am a; 
und nach Jacobi nennt man jetzt die Grösse a den Para. 
meter. Führt man nun u und a statt 9 und n in dl€ letzte 
Formel ein, so erhält mau 

u 

r, / \ t l k^ siii' «w« ß sin* am ndu 

n^ [W, n) z= u + I . -., . , ;-= 

* ^'^ ' ^ 1 — k^ sin* am a 8in' an u 


und folglich 

77, (cp, fj) .= M + ^"'^^ 77 (w, a) r« == — Ar^ sin^ «m al 

' ^^ ^ d am a \ ' / l j» 

wodurch der Uebergang von der Legendre'schen zur Jacobi'schen 
Normalform gegeben ist. 

Aus der Definition der Transcendenten 77 folgen, sogleich 
einige Eigenschaften derselben; zunächst ist 

77 (0, a) = 0. 
Da ferner (§ 7. S. 18) 

sin am -AT = 1 , cos am K = 0, ^ am K = k\ 

so folgt 

(41) n[u,K) = 0. 

Yiw a = lAT' werden sin am a, cos am a und ^ am a unendlich 
gross, also ist auch 

n (w, iS:.) = 00. 
Endlich ist (§ 10. S. 29.) 

sin am [K ±_ iK') = -r, cos am [K + /Ä'') = + -r-, 

^ am (AT + 1 AT') = 0. 
mithin 

77 (m, JS^ + lÄ^') =r 0. 

Um den Werth der Transcendenten 77 für den Werth K des Ar- 
^uuients w zu ermitteln, müssen wir zuerst einen wichtigen Satr 
beweisen, der in einer Relation besteht, die sich ergiebt, wenn 
man das Argument u mit dem Parameter a vertauscht. Diese 
geht aus der Betrachtung der identischen Gleichung 

(42) . n{u.u).-uEia)=JJ^J2^^i^^^^^i^äuäa 
hervor. Denn man hat 

d n (Uf a) A:*sin ama cos am adama sin* am ü 



du 1 — Ä* sin* ama siti^amu 
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3'n(tf, fl) k^sin^amu 

du da 1 — Ar* sin* am a sin* am u 

- [cos* ain a ^nm-a — sin* mna^ama — k^ sin* am a cos* am «] 
2A** sin** am u sin* «?« a cos* am a d^ama 
[1 ^*8in*«wrt siu*«//!!!]* 

Ferner 

d(uE{a)) «/ N ■ , a*(wi:(«)) dE(ä) ., 

^ ^ ^ ^ = JF (a) und V, ' ^^ = —7^ -- ^^ am a. 
du ^ ' cu da da 

Bildet man nun den rechten Theii der Gl. (42), so erhält man 
nach einigen Reductionen 

n (m, a)~— u E (a) = 

-/y--- *-— ----- 



., ,* . • . • \9 ^da du, 

(V — A:* sm* am a sm* am m)* 



Nun ist ersichthch, dass der Ausdruck rechter Hand ungeänderl 
bleibt, wenn man a mit u vertauscht, da er in Beziehung auf 
diese beiden Grössen symmetrisch ist. Daher muss auch der 
Ausdruck links bei dieser Vertauschung ungeändert bleiben. Man 
hat daher 

n[u,a) —tt E (a) := n{a,u) — aE (w) 

oder 

77 (w, ß) = n{a,u) + uE{a) — aE [u), 

Wese Gleichung zeigt, dass man das Integral der dritten Gattung 
auf ein anderes ziu^uckführen kann, in welchem das Argument 
und der Parameter mit einander vertauscht sind. 

Hieraus ergiebt sich nun ein Ausdruck für das Integral drit- 

^^1* Gattung für den Werth — der Amplitude oder, was dasselbe 

*st, för den Werth E des Arguments. Denn da nach {41) 
n {a, E) = ist, so erhält man, wenn man in der vorigen Gl. 
^ statt u setzt, 

n(E,a) = E E {a) — a E. 
'^ör den Werth E des Arguments reducirt sich also die Transceri- 
^^nte 77 auf die zweite Gattung. 
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Fünfter Abschnitt. 
Rectiflcation der Ellipse und Hyperbel. 



§21. 

Der Bogen einer Ellipse oder Hyperbel wird durc^^h ellipti- 
sche Integrale der zweiten Gattung ausgedrückt. 
Ist 

a« ^ Ä« ^ 

die Gleichung einer Ellipse bezogen auf ihre Hauptaxep, und 
nimmt man a > ft, so wird der Bogen s der Ellipse ausgedrückt 
durch das Integral 

* — (a^ — b^)x^]d ip 



S -- 







und ist dann von dem Puncte B (Fig. 3), in welchem die Ellipse 
Fig. 3. die kleine Axe schneidet, an ge- 

zählt. Der Ausdruck unter dem 
Quadratwurzelzeichen besteht, wie 
man sieht, aus vier reellen hnea- 
ren Factoren, und zwar liegt x 
für reelle Puncte der ' Ellipse 

zwischen — a und + «. Die Reduction auf die Normalferm er- 

giebt sich hier ganz von selbst; denn man wird errekhe», d^ 

z zwischen — 1 und + 1 liegt, wenn man 

X 

a 
setzt. Da sich nun das Integral schreiben lä^^st 



-/ 



(' - ^- 1) 



dx 



.//('-S)('-"^/"-5)' 



SO erhält man sogleich die gewünschte Form, wenn man 
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setzt, welches ein echter Bruch ist. Dann entsteht 



s 






und wenn man noch 

z = sin (p, also .r = a sin q> 

setzt, 

s := a I ^(p dq> = a E^ (9) = BM, 

Da für a; = a, 9 =5 ?• wird, so erhält man für den elliptischen 
Quadranten BC 

BC == aE. , 
Der Modul k ist hier nichts anderes, als die numerische Excen- 
tricität der Ellipse, daher kann man sagen, dass das elliptische 
Integral der zweiten Gattung E^ [tp] den vom Scheitel der kleinen 
Axe an gerechneten Bogen einer Ellipse darstellt, deren grosse 
Axe der Einheit, und deren numerische Excentricität dem Modul 
gleich ist. Die geonretrische Bedeutung des Winkels 9 ergiebt 
sich unmittelbar aus der Gleichung o; = a sin 9. Denn beschreibt 
man aus dem Mittelpuncte mit der halben grossen Axe einen 
Kreis, verlängert die Ordinate PM, bis der Kreis in 'N geschnit- 
ten wird, und zieht OiV, so ist BON gleich dem Winkel 9. 

§ 22. 

Der Bogen S einer Hyperbel, deren Gleichung 
±^t. — ^ 



H wird durch das Integral 



5: = 



1 / ' [(«'+ 



[(fl«+6«)a;«-g^1</j? 



[{a^+b'^)a^-(^] 



ausgedrückt, und dann von dem auf der positiven Seite liegenden 
Scheitel an gerechaet. liier ist für alle Puncte der Curve x>a 
oder < — a, d. h. x liegt in dem Intervalle + a . . . + 00 . . . 
^ o. Wenn man daher 



a _^ 

X 
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setzt, so ist z ein echter Bruch. Nun kann man den vorigen 
Ausdruck zunächst so schreiben: 



S = 






Setzt man dann 

— = z, also rfa; = — ^-^ 
und 



«' — lA 

so wird k ein echter Bruch, nämlich das Reciproke der nutneri- 
sehen Excentricitat der Hyperbel, und man erhält 

Setzt man dann noch 

(43) . . . . 2 = sin 9, also x = 



sin tp 
SO folgt 

K 

(ÄA\ S ^ ^ r ^9dq> ^ 

^^^^ • • • • • • k J 8in«g) J9 

Dieses Integral ist nun leicht durch die Functionen F und E^ 
auszudrücken. Demi zuerst ergiebt sich, wenn man für J^(p 
seinen Werth 1 — ä^ sin^^) setzt, 

n n 

T T 

k j sin* 9 J^> J J(p 

9 f 

und wenn man den unter (38) gefundenen Werth des ersteren 
Integrals substituirt, 

S^ ^ i^o\% ff Jq) -- ^ F{(p) + ^ E^ {(f) 
+ .j k — -j E — akK + ak F{<p) 
(45) . = I cotg <p z/«p - ff F(q>) + ^' iT 
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Keser Ausdruck erlaubt noch eine Vereinfachung, indem man die 
Glieder, welche K und E enthalten, fortschaffen kann. Um zu 
dieser Transformation zu gelangen, stellen wir den gesuchten 
einfacheren Ausdruck zuerst auf eine andere Weise her. Zu 
demselben gelangt man nämlich auch, wenn man in dem Inte* 
gral, das den Bogen darstellt, nicht x, sondern y als die unab- 
hängige Variable annimmt. Da dies zugleich ein Beispiel für den 
Fall lieTert, in welchem der Ausdruck unter dem Wurzelzeichen 
ans vier imaginären linearen Factoren besteht, so möge es hier 
noch ausgeführt werden. 

Drückt man das Differential des Bogens der Hyperbel durch 
y allein aus, so erhält man durch eine leichte Rechnung 



"^/^ 



[b^+(a*+h^f/Vdy 



Worin der Bogen ebenfalls von dem positiven Scheitel an gerech- 
net wird. Hier sind, wie man sieht, alle vier linearen Factoren 
tles Radtcals imaginär, zugleich aber ist die Veränderlichkeit von 
y in keine Grenzen eingeschlossen, sondern y kann alle Werthe 
von — oo.bis +00 annehmen. Man kann nun leicht das Dif- 
ferential, abgesehen von dem Zähler b* + [a^ -f 6^) y'^ auf die 

Form 

dz 

;/<l+z«)(l+i«z«) 

bringen, und da nach § 12 alsdann z=>i^rl} zu setzen ist, so 
<larf auch z alle Werthe von' — c» 1ms 4* 00 annehmen. Zu 
berücksichtigen hat man nur (§ 12), dass A^ < 1 werde. Man 
erhält nun zunächst , 



^tiil wird dann sofort auf die gewünschte Form geführt, wenn 
^^n entweder 

1 = .^ oder ;!+i!y^ = .^ 

^^xt. AHein aus den Betrachtungen des § 12 geht hervor, dass 
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in dem einen Falle k^ grosser und in dem anderen kleiner ds 
1 wird. In der That, Setzt man 

1^ = 2^ so wird 2!±ü y2 ^ fl±l* ^2^ 
mithin 

A^ = — ij—, grosser als 1. 

Setzt man aber • 



^ y' = ^'. so wird ^ = ^ z^ 
also 

A^ = , , ,, kleiner als 1. 

Es muss also die letztere Substitution angewendet werden, und 
mit ihr erhält man 



b* 



oder wenn man nhch § 12 

(46) t = y%^. l-A2 = ^ = *^y' = ^, tg'* 

setzt. 



oder da 



ist, 

(47) 



a^+b^ — -'!''*'- — jb 



s == — I ^'^ 

k J cos* tlt dp * 



worin der Modul derselbe, wie in dem Integral (44), nämlich 
das Reciproke der numerischen Excentricität der Hyperbel ist. 
Vorstehendes Integral ist unter (34) schon ermittelt, demnach er- 
hält man für den Hyperbelbogen 

(48) . . . S==^igt^i; + ^ F{t) - ^B, (^). 

Wir schreiten nun zunächst zur Ermittelung der geometri- 
schen Bedeutung der Winkel (p und iff. Zu diesem Ende legen 
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wir in dem Endpuncte ^ des Hyperbelbogens SM (Fig. 4) eine 



Fig. 4. 




Tangente an die Hyperbel, welclie die Abscissenaxe im Punete P 
schneiden möge. Dann ist, wenn J und rj die laufenden Coor- 
<Hnaten der Tangente bedeuten 



^ _ yi ■, 



^'ie Gleichung derselben, und daher die Entfernung OP des 
'*Unrtes P vom Mittelpuncte der Hyperbel 

X 

^iin war aber in (43) der Winkel ^) durch die Relation 
^ = ar sin 9) eingeführt, folglich wird 

OP = a sin 9). 

^lieraus folgt die Construction des Winkels qp, denn beschreibt 
^>ian aus dem Mittelpuncte euien Kreis mit der halben grossen 
A.xe als Radius, errichtet in P eine • Senkrechte auf der letzteren 
^nd bezeichnet mit 'S den Durchschnittspunct dieser Senkrechten 
»i«it dem Kreise, so ist cp die Neigung der Geraden ON gegen 
^ie Ordinatenaxe, also tp = YON, » 

Der Winkel ^ war durch die Gleichung (46) 

^^stimmt. Führt man statt der kleinen Axe h den Modul ein, 
so ist, da 

, aU 
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und dann folgt aus der Gleichung der Hyperbel 



X = a yi + Ä:"^ tg2 ^ = 
Fig. 4. 



a diff 
cos tff 




Bezeichnet ferner a den Winkel, den die Tangente mit der Ab- 
scissenaxe bildet, so hat man 



tga = 



«V 



und wenn man b, x, y durch /r, k\ rl) ausdruckt, 

woraus auch 

cos a = Ar sin ^, sin a = ^V' 

folgt. Fällt man nun aus dem Mittelpuncte ein Perpendikel 
OL auf die Tangente, so ist 

OL - - OP sm a = — sin a == -rr- ^t 

X a dip 

= a .cos V. 

Demnach ist die Bedeutung des Winkels ^ folgende: Bezeichnet 
Q d^ Durchschnittspunct der Tangente mit dem Kreise, so ist 
^ der Winkel zwischen der Geraden OQ und dem Perpendikel 
OL, also 

^ = QOL. 

Aus dem Vorstehenden lässt sich auch die geometrische Bedeu« 

tung des ersten Gliedes ^ tg ^ ^^ in dem Ausdrucke (48) f«f 

den Hyperbelbogen herleiten und zeigen, dass derselbe das Stück 
ML der Tangente, welches von dem Beriihrungspuncte M und 
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der aus dem BHttelpuncte gemiteo Senkrecliteu OL beg 
ausdrückt. Denn man hat 

ML = LP+ PM z-^ OP cos a + "^^-^ 

cos u 

X OP b\v? « 



cos a cos a 

also wenn man die obigen Ausdrucke für x, sin a, co$ 
und bemerkt, dass OP sin a - = OL = a cos ^ ist, 

MMj adip a cos tp Jtp 

J: sin '^ cos ip ür sin '^ ' 

woraus unmiltelbar 

ML -= j tg ^ ^^ 
folgt. 

• Endlich liefern die obigen Formeln auch die zw 
Winkeln 9 und ^ stattfindende Relation. Denn einer 



am 9> 
andererseits 

^ = — -ZL> 
cos ^ 

folglich ist 

cos 1b 

Dieses muss daher die Substitution sein, vermittelst 
gelingen muss, den Ausdruck (45) in den einfachei^ei 
zuformen. Zuerst ist klar, dass dadurch das Integral 
lieh iü (47) übergeht. Denn erinnert man sich, dass d 
stehende Substitution dieselbe ist, die schon im § 10 < 
wurde, so hat man auch die Formeln (S. 26 (15)) 

k' siu-V» ^ U dm i 

cos OP = —-2-, ^fp = — , , —^ = — - 

welche das Integral (47) aus (44) unmittelbar hersti 
dem angeführten § geht aber auch hervor, dass diese 
tution zu den Beziehungen zwischen den elliptischen 

,,lv • f Tr \ COS rf»l M / , , s 

(49) sm am [K - u) = -^j-^-;;;^, cos am [K - u) = 

k' 



^ am {IC — u) zs=z 



d um u 

fähi*le. Wenn man daher 

fp = am V und ^ = am u 

[> u r ^ g e , ellipt. Faiictionen. 
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setzt, so ^ird die gewünschte Umformung zu Stande kommeo, 
wenn man 

annimmt. Drückt man also nun die Formeln (45) und (48) in 
elliptischen Functionen aus, indem man 

F ((p) = V, (f = am V, E^ (9)) = ^ (») 
p {f) = w, ^ — - am u, E^ (^) z= E [u) 
setzt und dadurch 

(50) S = I cotg amv ^amv + ^ {K- v) + | [E {v) - E\ 

(51) S= j \% am u J am u + ^ u — j E [u] 

erhält, so muss die erstere Formel in die letztere durch An- 
nahme von * 

übergehen. Diese Rechnung wirkUch auszuführen, wollen wir 
uns um so mehr die Mühe nicht verdriessen lassen, als es ein 
erstes Beispiel einer Rechnung mit elliptischen Functionen ist. 
Man erhält zuerst aus (50) 

S z= ~ cotg am [K—u] d am [K — u) + -.- u 

+ llE[K--u) - E-] . 

oder mit Anwendung der Formeln (49) 

(52; S-^-j^-j^^+a-f^u+j^lE{K-u)-K-\, 

sodass es nur noch auf die Ermittelung von E{K—u^ ankomnot. 
Nach der Defl.nition der Function jB^ (§ 18) hat man, wenn der 
Integrations-Buchstabe mit a bezeichnet wird, 

K—u K K 

E(lC—u)=l^^amada = 1 ^ am a da — / ^- am a da, . 

oder wenn man in dem letzten Integrale ß -- K — a setzt, wo- 
durch die Grenzen in Beziehung auf ß in u und übergehen, 
und weil auch 

K 



j 



A^ am a da = E (§ 18.) 
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ist, 

E(K—H)=E-iji' am [K — ß] dß 
V 

M 



Die Ermittelung dieses Integrals kann nach der in § 19 bereits 
mehrere Male angewendeten Methode^ durch Differentiation eines 
geeigneten Ausdrucks geschehen. Man könnte es auch leicht in 
trigonometrischer Form darstellen, indem es durch am ß = q) iu 

übergehen wurde; wir wollen aber die Rechnung lieher ganz in 
elliptischen Functionen durchführen. Man gelangt zu dem ge- 
suchten Integrale durch Differentiation des Ausdrucks 

igamu 
d amu 

Öa nun 

d ig OJH u ^ am u 

du ' cos* am u 

*st (was sich ebenso , wie die Formeln 2) § 4 ergiebt) , so er- 
'^^It man nach denselben Formeln 



d 


/ig OiH u \ 

\ J am u j 


d* am u 
. cos' attt u 


+ Ar^ sin^ am u 


du 




J^amu 






1 

cos* um u 


. ifc* sin* am u 
d* am u 






l 
cos* am u 


+ J^amn ^' 



Und demnach durch Integration 

/ du ig am u . i du 

J /^nmu d amu ,/ cos* aj« m 



^tibsütuirt man nun den unter (40) bestimmten Werth des 
letzteren Integrals, so entsteht 



1 

^ 



du tg am u ig am u d am u E (u) 

J* amu J am u Ä:'* ~F*~ * 



6 



* 
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oder weil 

Ar'2 — jd'^ am u = — k^ cos^ am u, 

u 
, i du k^ sin am u cos am u ^^ E (u) 

(54) . / ji-^^ — — -fc'i ' j~^iüTt ■ F«~ * 

Dieses nun in (53) substituirt, liefert 

A:' sin am u cos am u ■ 



E{K-^u) = E ^ E{u) + 



j^ am u 

welche Formel einen speciellen Fall eines allgemeineren, später 
zu beweisenden, Satzes enthält.*) Den eben gefundenen Aus- 
druck hat man nun in (52) einzusetzen. Dann folgt 

^ ak'^ tff am u , ak sin am u cos am u , dk'^ a „ i \ 

S = - - . -^ h -^U — -r E [u) 

k J am u • J am u * k k ^ ^ 

und, indem man die beiden ersten Glieder mit Anwendung der 
Fonnel 

^'2 _|_ ^2 ^.Qg2 ^j^ ^ —- ^2 ^j^ ^ 

vereinigt, 

S = -r^ ig am u ^ am u + —j- u r- Ä (w), 

wodurch die Gleichung (51) hergestellt ist. 



Sechster Abschnitt. 

lieber eine Substitution der zweiten Ordnung zur ße- 

duction der elliptischen Integrale auf die Normalform. 



§ 23. 

Wir gehen jetzt zu der Betrachtung einer Substitution der 
zweiten Ordnung ilber, für den Fall, dass die Orös$e unter dem 
Ouadratwurzelzeichen aus lauter reellen linearen Fnctoren bestebt. 
Diese Substitution ist einer besonderen Aufmerksamkeit werth, 
einmal, weil sie in vielen Fällen einfachere Resultate liefert, als 
eine Substitution der ersten Ordnung, dann aber, weil wir hier 



*) Vgl; § 33. 
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(tie Quelle finden werden, aus welcher die in den §§ 8 und 16 
aogewendeteo Transformationen fliessen, und die uns dann auch 
dazu fuhren wird, die elliptischen Functionen mit einem Modul, 
der grösser als 1 ist, oder mit imaginärem Modul auf elliptische 
Functionen mit reellem Modul, kleiner als 1, zurückzuführen. 
Bezeichnen wir wieder wie früher mit 



f dw 
IT 

das zu transformirende Integral, worin 



ß 



Jt = j/A {x — p) [x — g) {oo — r) [x — *) 
gesetzt sei, so ist dieses Integral auf die Form 

^w bringen. Dieses kann nun durch eine Substitution von der 
Form 

(2j ^=4^ 

geschehen. Man kann nändich den Ausdruck (1) leicht iu einen 
anderen umwandeln, in dem z- die Variable ist. Setzt man näm- 
Uch 

z'^ = y 

^ud nimmt an, dass z der positiven Wurzel aus y gleich sei, so 
VN'ird 

4z = y^ 

mithin 

fi ^ __ , ^ 

Dadurch erhalten wir unter dem Wurzelzeichen einen Ausdruck 
vom 3teii Grade, welcher für die Werthe o, 1 und j^ von y ver- 
schwindet. Die vierte Wurzel der Gleichung y (1 — y) (1 — k'^y) 
= können wir alsdann, wie früher (§ 14) gezeigt worden ist» 
als unendlich gross ansehen. Demnach sind 

, 1 

die Werthe von y, welche den Werthen 

P, q, r, s 
von X entsprechen müssen, und wir wollen annehmen, dass dies 
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auch in der angegebenen Reihenfdge der Fall sei. Harnit 

k^ ein echter Bruch werde, haben wir nur -^ zwischen 1 und oo 

Hegend anzunehmen, und damit y oder z^ ein echter Bruch bleibe, 
hat man an die Steile von p und 9, welche den Werüien und 
1 von y entsprechen sollen, diejenigen beiden Wurzeln der Gl. 
R'^ z=z zu setzen, zwischen welchen die Grenzen des Integrals 
liegen. Es greifen hier wieder ' die Bemerkungen des § 13 Platz, 
und in derselben Weise wie dort bestimmt man, welche Wurzeln 
man an die Stelle von r und s zu setzen hat. Auch ergeben 
sich hier wieder in jedem Falle zwei Substitutionen, indem bei 
der einen x und y gleichzeitig abnehmen oder wachsen, bei der 
nderen nicht. 

Substituirt man nun in die Gleichung (2), die, durch y aus- 
gedrückt, lautet 

c + dy* 
nach und nach die Werthe p, q, r, s von x und die ihnen ent- 
sprechenden Werthe 0, 1, -^, 00 von y, so erhält man vier Glei- 
chungen, die zur Bestimmung der drei Verhältnisse der Grössen 
a, b, c, d und des Werthes von Ar- ausreichen. Man erhält da- 
durch nämUch 

__ a a-\- b k^a -f- b h 

p z:^ — , ^ _ —j-^, r _ ;t«7+rf' ^ ~ ~d' 

Indem man in die beiden mittleren Gleichungen die aus der 
ersten und vierten folgenden Werthe 

a = p c b = s d 
einsetzt, ergiebt sich 

d 



9 — 
und daraus 



_ pc+sd P + ' 



c+d ^ £' 



d p — q 



c 



q — s 



Ebenso erhält man 
— i 



Ar? „ J_ s fUm 
k^pc-^ sd i * g — ^. 
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und daraus 

** {r-p) = {s- r) p-? 

(3) k^ ^ (p-..y)(,^ _,) 



(P - r) {q — 8) 

Ferner erhält man 

(4) ^ _ P(9 — s) + sip — g)f/ 

q — s + ip — g)?/ 

und dann, wenn man der Kurze wegen den Nenner 

9 — s + ip — q)yz=N 
setzt, 

ar-n— — (p-«)(p-g)y 

^~ N 

X—a=i (P~^^^9—s)—(p-q)(q-s)y (p-q)(q-s)(l-f/) 

^ N ~ N 

^_ (7)—r)(q-s) — (r-s)(p—q)t/ _ (p—r)( q- s)(l-k\i/) 

N ~ ^ 

x^ „_ (PufK^nf) 

*— N 

aiso 

A{x — p) {x— q) [x — r) [x — s) = 
-A(p^ qyjp--r)(jp-.sy ^q-syyil-f/)ii~k\y) 

*^^rner wird 

f/it — ((v—«)+(P'-9)y)»(p~9)—(p(g—s)+s{p~g)y)(p-g) ^,. 

— __ i p~9)ig~ s)(p-s) , 



^ (5) 



(6) 



flte« 1 <y* 



^(^— /')C^— y) {x—r){x~s) —4 ip—r) {q-s) yH-y) (1— Ar«y) 

4 dz^ 

— A(p-r){^g^8) ' (1-2^)(1-Ä;«2«)' 

wovon die positive oder negative Wurzel zu nehmen ist, je nach- 
dem y mit X gleichzeitig wachsen soll, oder nicht. 

Aus den Formein (5) kann man auch durch Division die 
folgenden ableiten: 
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^ — P __ __ P — fJ ' . 

x — 8 q — 8 ^' 



X — 8 

x—r 



X — 8 

und erhält, wenn man 



p— 8 



(1 - *V) 



also 

1 
setzt, daraus 



= ^2 _- g|ß2 ^^ 



y r= cos*^ g?, 1 — k^y = ^g? 



. 9 q — * X — p 

sur o) = — ^^ 

P — q « — « 

p — * a? — q 
p — q x — 8 
p — 8 X — r 



Zf^9 = 



(7) 



p — r a? — 8 

Sind die Wurzeln der Gleichung R^ = o wieder wie frö 
^> ß^ y» S, sodass 

cc> ß> y> d, 
so hat man folgendes Schema der einander entsprechenden Werl 

1) z^ und X nehmen gleichzeitig zu 

^ =- 0, 1, j^, oo 

.T == p, q, r, s 

cc > X > ß X = ß, a, d, y Ä negativ. 

/S > ic > y y, ß, a, d A positiv, 

y > a: > d d, y, ß, a A negativ, 

d > o: od. a: > a cc, S, y, ß A positiv. 

2) z- wächst, während x abnimmt 

p, qy r, S 

a > a; > /3 a, ß, y, ö A negativ. 

ß > X > y ß, y, 8, a A positiv. 

y > a: > d y, d, a, ß A negativ. 

d > X od. X > a S, cc, ß, y A positiv. 
Dieses Schema zeigt, dass in allen Fällen, wo es sich um 
reelles Integral handelt, sowohl der Ausdruck — A (p — r) (q- 
als auch der für k^ positiv wird. 
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Um die Anwendbarkeit dieser Transformation der zweiten 
Ordnung zu zeigen, wollen wir das Integral, welches in der Pen- 
delaufgabe die Zeit angiebt, noch einmal vornehmen. Wir fan- 
den für dasselbe § 15. F. (19) 



= -/4^i 



dx 



worin x = cos ^ und a -~= cos a gesetzt war, und ^ die zur 
Zeit / stattfindende, und a die grösste Ablenkung des Pendels Ton 
der Verticallinie bedeutet. Es war im § 15 gezeigt worden, dass 
bei dieser Substitution, cos ^ = ar, eine Transformation der ersten 
Ordnung nicht auf die einfachste Form führt, dass man vielmehr 
bei Anwendung einer solchen sin ^ il) als neue Variable einfuhren 
musste. Wvc wollen nun zeigen, dass das vorstehende Integral 
durch die Substitution der zweiten Ordnung die einfachen For- 
meln liefert. Als Wurzeln des Radicals sind hier der Grösse 
nach geordnet anzunehmen 

+ 1, «, — 1, X), 

und X liegt zwischen 1 und a. Will man nun bewirken, dass 
^^ wächst, während x abnimmt, so hat man nach dem letzten 
Schema zu setzen 

p = 1, q zz= a, r = — 1, 5 = cx>, 
"nd erhält dann nach (3) 



k-^ =^ 


1 — 

2 


a 


1 — 


cos cc 
2 


= sir 


»^i«, 


also k ^- 


*'«rner 


nach 


(7) 












z^ — 


sin* 


9 = 


= — 


X"! 


1 


— COSI^ 

— cos a 


_ 8iu«it/^ 




~ sitt«^«' 








sin 


i^ = 


= sin 


^ o: . sin (p. 


^'*dlich nach 


(6) 


















dx^ 








4rfz« 



mithin 



-{x -\){x — a){x+\) ~ +2(1-2«)(1-Är«2)* 
***^d da die negative Wurzel zu nehmen ist, weil x und z nicht 
^**^ichzeitig wachsen, 

dx ,._ dz 

=^ - V'Z. 



V^^-l)iX'-a)(x+i) ^(1-2«)(1-A;V) 

^^OKch, weil <p =^ o wird für o: = 1, 
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^ ~y g jKl-A'«Min»9' 



\\elrhes die im § 6 und dann wieder im § 15 gegebenen For- 
meln siml. 

§24. 

Die im Vorigen auseinandergesetzte Methode erlaubt eine 
sehr wichtige Anwendung auf die Verwandlung eines Integrals 
von der Form 

(8) C-==^= 
jKci-ü'jti-'tV)' 

welches zwar dieselbe Form, wie die Normalform hat, in w^hen 
aber der Modul X^ sowohl grösser als 1, als auch negati?, l 
selbst also auch imaginär sein kann, und in welchem auch die 
Grenzen der Integration die Werthe — 1 und + 1 überschrei- 
ten. Wir werden dadurch zu den Formeln der §§ 8 und 10 
geführt werden, zugleich aber auch Relationen erhalten, mittelst 
welcher elliptische Functionen, deren Modul grösser als 1, oder 
imaginär ist, auf elliptische Functionen mit reellem Modul, der 
ein echter Bruch ist, zurückgeführt werden. 

Verwandelt man nämlich das Integral (8) ähnlich wie (1) in 
eines, das v^ als Variable enthält, indem man 

v^ = X 
setzt, so erhält man: 

y* dv _ j /• dx 

Vix - v') (1 xvj "~ ^ J yxii-x)jr~x*'x) ' 

Als Wurzeln des Radicals shid hier die Werthe 

,1 

a: = 0, 1 , ^ , 30 

anzusehen. Diese kann man nun auf 24 verschiedene Arten den 
Werthe n 

y = 0, 1, j^,, oo 

entsprechen lassen. Diese 24 Anordnungen theilen sich in 3 grosse 
Gruppen, zu je achten; nämlich 
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1) liegt p zwischen 1 und oo, so ist A*^ < 1, 

2) - - - - 1, so ist A*^ > 1, 

3) - - - — oo - 0, so ist A^ negati 

ide dieser 3 Gruppen besteht wieder aus zwei Th 
nen v\achsen x und y gleichzeitig, in dem and 
Ihrend x abnimmt. Die 4 Anordnungen jedes d 
lieile entstehen endlich durch cyclische Vertauscl 
ente einer dieser Anordnungen. Dadurch wird di* 
Ige nicht geändert, sondern nur bewirkt, dass n 
[Ics Intervall der Werthe von x einem anderen 
erthe von y entspricht. Hienach erhält man nun 
lUe: 

y = 2^ = 0, 1, ^, oo. y nimmt zu. 



a: = t;^ = p, ö-, r. 



) a; = y'^ = 0, 1, 



r* 



oo 



1, ^, oo, 

1 

^, oo, 0, 1 

oc>, 0, 1, ^, 



00, ^, 1, 

1 , 

Jiy 1, 0, OO 

1 

1, 0, OO, ji 

1 ^ 

o, oo, ^, 1 



X nimmt zu 



X nimmt ab 



0, ^, 1, oo 

;^, 1, oo, 

1 

1, oo, 0, ^ 

1 , 

oo, o, ^, 1 



X nimmt zu 
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13) 






14) 


1, l„ 0, oc 


a; iiiuiiDt ab 


■15) 


j2> ö» ^y 1 




16) 


0, OO, 1, ^ 




17) 


0, 1, OO, ^ 


18) 


1, OO, ^, 


X nimmt zu 


19) 


OO, ^, 0, 1 




20) 


j|, 0, 1, OO 




21) 


^, OO, 1, 


22) 


00, 1, 0, ^ 

1 

1, 0, ^, OO 


> X nimmt ab 


231 




24) 


«, ^, OO, 1 





l^>l 



;, X^ negativ. 



Es wird nun nicht nötbig sein, alle 24 Transformationen 
cUirchzunehmen, da sich -aus einer wieder mehrere andere ablei- 
ten lassen. Es sei aber bemerkt, dass die ersten 8 zu den in § 8 
und § 10 entwickelten Formeln führen, die aus den Substitutionen 



sm q> = 



cos l/» 



und sin g? = i tg V' 



hervorgingen. Wir werden diese aufsuchen, zuerst aber aus den 
4 ersten die Werthe des elliptischen Integrals zwischen den Gren- 



zen 1 



1 l 



OO, — OO . . . ermitteln. 



•• k* k 

Nr. 1 liefert nichts Neues, weil v^ stets zwischen den- 
selben Grenzen liegt, wie z^. 

In Nr. 2 ist p = 1 , ^ = ^, r = oo, s = o. Folglich er- 
hält man aus (3) 



A^ = \ = 1 - A^ 



also A - - k'. 



\ 
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Demnach aus (7) 

1 

S,n> = .«= - p.-^ = - -j^, 

und wenu man aach 

X = v- = sin- ilf 
einführt, 

. 9 COS* \l} 

sodass eine der beiden Grössen, (p oder ^ {z oder t^), imaginär 
ist, wenn die andere reell; endlich liefert (6), da v und z gleich- 
zeitig zunehmen. 

/;; du — ir ^L___. 

.\uii liegt t?*- zwischen den Grenzen 1 und yt* d- **• zwischen 1 
iiiic] r*2> wenn z^ zwischen o und 1 liegt, also erhält man^ 

r dv ^ 1 / "_ ^: _ _ _ ,.^- 

1 u 

als© auch, wenn man k statt A:' und dann ebenfalls K' statt A' 

setzt. 

\_ 
k 

de) .... . / ' ^" _ = - f-r. 

Ninimt man aber in (9) die obere Grenze unbestimmt, so hat 
nnan 

r dv _ i^ r dz 

Oder ^ 

f äv _ JT = i /* — ^^ 

' K(l-o«)(l-A:V) y ^'l l - z«) (1 - A:»!«) 

^^Ut man also nun 

r dz ^ ^^ 

sodass ^ 

t = sin (p = sin am m. 



fi 
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so wird 

V 

dv 



-7^=r = — IM + Ä'' und . 



r = sie ^ = sin am (— im + ^'. ^')- 



Nun liefert die vierte der Formeln (5) 

»r =^ -. 7^ i-^ — oder v = -. — 7^-=, sin ^ = — -• 

1 — /rz* ^ Jtp 

p _ - - 



j^. + (l - F«)y 



Demnach \*ird 

sin am (— tu + K\ k') = -r 

oder 

sin am (tu + K) := ; — -r^ , 

welches die erste der Formeln (18) § 10 ist. 

Nr. 3 gieht p = j^, ^ = 00, r = 0, s = l; also wird 

n = — — r — J A = k, 

/ ^ rft; _ r___jfz_ 

J^(l-ü«)(l-A-Vj ~J^(l-:^)(f-Ar«2«)* 

also weil t;^ zwischen ^^ und cx) liegt, wenn 2^ zwischen und 

1 Hegt, 

00 1 

r ^ - .-= r . _^ j^ 

Nimmt man die obere Grenze unbestimmt und zerlegt das inte- 

gral von bis v in Integrale von bis 1, von 1 bis -r und von 

1 
-r bis i; , so sieht man , dass man aus dieser Transforniation die 

Formeln für das Argument m + A" + iK' erhalten wird. 

Nr. 4 liefert p = 00, q = 0, r = 1 , s z.- —, damit ist 

F =. ^ — . A = *'. 
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1 

/• du 1^ r dz 

— 00 

M) durch Vertauschuiig von k mit k' 



= - iK', 



r dv 

J/(l-i;«)(l- 



-ArV) 

-00 ^ 

Uni auch zu den oben benutzten Substitutionen 
Sin (f = ~~A ^ sin 9 == I tg ^ 

gelangen, betrachten wir noch Nr. 7 und 8 der obi 
Ue. 

In Nr. 7 ist p = l, ^==o, r = (x>, ä = -, als< 
in aus (3) 
= }? und aus (7) sin- gp = — •^— — r, o'Ier wen» ni 

o: = sin^ ^ 

cos 1^ 

"''* ^ = -^• 

In Nr. 8 ist 

i 
p = 0, g = oo, ^ = ^, 5=1. 

imit wird 

Ä- = 1 — r, A = Ä', sin^ g? = -^ == _ tg2 ^ 
sin g) = f tg ^. 

Wir gehen nun zu der Untersuchung der Falle i 
neu A^ > 1 ist, und betrachten zuerst Nr. 9 der obi 
lle. Hier ist 



»0 wird 



•ner 



p = 0, ö' = ^» r r= 1 , 5 = cx>, 






y = «2 --_ sin? ^ __ ^2^ __ ^ ^ ^ — ^ 



d ebenso nach (7) 
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so wird 

,, J L _ = - 11/ + Ä^' und . 

t; = sin ^ = sin am (— im + ^\ ^')- 

Nun liefert die vierte der Formein (5) 
J_ 

X ^= -. :; i-^ — oder v' = -, — r^^^, sm ^ = — • 



/ 



Fi + (1 - F«j«' 



Demnach wird 

sin am {— iu + K\ k') = — 

^ ' '' ^ amu 

oder 

sin am [tu ^ K) = --. ; — -r^ , 

welches die erste der Formeln (18) § 10 ist. 

Nr. 3 gieht p = -^, ^ = 00, r ^:= 0, ^=1; also wird 
k = — — -1 \ K = « , 

/• dx_ r dz 

also weil v^ zwischen p^ und 00 liegt, wenn 2^ zwischen und 
1 liegt. 



y\ dv r rfs_ 



A'. 



Ar 

Nimmt man die obere Grenze unbestimmt und zerlegt das Inte- 
gral von bis V in Integrale von bis 1, von 1 bis -r- und von 
-r bis V, so sieht man, dass man aus dieser Transformation die 
Formeln für das Argument w + A^ + iK' erhalten wird. 

Nr. 4 liefert p = 00, q = 0, r = 1 , 5 -— -r^ , damit ist 
k' =. ^ — , X = k', 
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1 

r du i_ r dz_ 

00 

also durch Vertauschung von k mit Ar' 



/• dv 

JlK(l-r«)(l- 



-AV) 



- iK\ 



— 00 

Um auch zu den oben benutzten Substitutionen 

cos llf j . 'AI 

sin ip == — -7^ und sm 9 = t tg ^ 

zu gelangen, betrachten wir noch Nr. 7 und 8 der obi 
belle. 

In Nr. 7 ist p = l, ^'=0, r = (X>, ^ = ^2, als 
rnan aus (3) 
t* = A^ und aus (7) sin- qp = -- • r , oder wenn u 

X = sin^ ^ 
^etzt, • 

cos Ifr 
sm Op = —r-^' 

In Nr. 8 ist 

p = 0, 0^ = 0», r = ^, s = 1. 
Damit wird 

Ä^ = 1 - ^2, A = A:', sin2 (p = ^- = - tg^ ^ 
sin g) = f tg ^. 

Wir gehen nun zu der Untersuchung der Falle i 

tlenen A^ > 1 ist, und betrachten zuerst Nr. 9 dor obi 

l>elle. Hier ist 

1 
p = 0, 9 = ji» r r= 1 , s = 00, 

also wird 

ferner 

y = z2 = sin^ 9 = A^o: = I .r = ^^.-^ 
UBd ebenso nach (7) 
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1 

COS'»<p ;= 



und folglich 



(p = ^- =1 -Ta: = 1 ~~8in2^ = z^(^,^V 

(11) sin ^ = Ar sin (p, cos ^ = ^q), /l ( ^, - j = cos ^. 

Endlich erhält man, da x und y von o an gleichzeitig wachsen, 

X y 

r dx ^ r dy 

J yxix--i){x~k^) J v~yö - y) (1-^ 



-k'^y) 



oder 



V 



- *«!«} 



Setzt man nun 



r dz 



so wird 



V 



dv 



= ku^ 



demnach 

»in (p z^ z = sin am w, sin ^ == t; = sin am (ku, -j-\ 
und dann aus (11) 

sin am Iku, , \ = k sin am u 

cos am (ku, — j = ^ am u 

^ am IkUy j = cos am u 

wodurch die elliptischen Functionen mit dem Modul , auf solche 

mit dem Modul k reducirt werden. 

Um auch das vollständige Integral zwischen den Grenzen 

und 1 zu erhalten, brauchen wir nur in unserem Schema nach* 

zusehen, welche Werthe von z den Werthen o und 1 von v in 



(12) 
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Nr. 9 entsprechen. Dies sind die Werthe o und ., demnach 
hat man 



// 



do 






(,_..)(,_;^-) ./K(l -.«)(!-*...) 



r dz 

+ \;?^(i-z«)(i-; 



und also nach Formel (10), je nach dem Zeichen, das man im 
zweiten Integrale der Wurzel giebt, 

dv 



f-, 





/(7 



= k [K ± iK'). 



(1-:^) 



Dies lässt sich auch so aussprechen : Geht k über in - , so geht 
K über m k {K ± iK\ 

Wir übergehen nun die genauere Untersuchung der Nummern 
10 — 16. welche die übrigen Fälle, in denen A^ > 1 ist, enthal- 
ten , weil man die Resultate derselben auch erhalten kann , wenn 
man in (12) statt u die Argumente w + A^, w + iE' etc. substi- 
tuirt, und überdies die Zusammenstellung dieser Formeln weni- 
ger wichtig ist. 

Betrachten wir vielmehr die Fälle, in denen A^ negativ, also 
A rein imaginär ist. Aber auch diese kann man unmittelbar 

erledigen, wenn man bedenkt, dass das Gomplement von . rein 
imaginär ist. Man hat nämlich 

y ^ k* — r k* — A' 

ik' i 

folglich ist -.- das Gomplement des Moduls ^. Nun haben wir 

früher (§ 8) gesehen, dass man zu den elliptischen Functionen mit 
complementärem Modul übergeht, wenn man das Argument rein 
imaginär werden lässt. Setzen wir daher zuerst in den Formeln 
(12) tu statt u, so ergiebt sich 



sin am ( Aftw, V ) = k sin am (t«, k) 



Dureg-e, ellipl. Funclionen. 



98 Abschn. VI. Ve^r ein« Substitution der zweiten Ordnung etc. % U. 

cos am ( Ar n/, — I = z/ öwt (tw, k) 

^ am Ik iUy , ) = cos am (im, Ar) 
/, . 1\ k %m am (tu. k) 

und wendet man dann die Formeln (12) des § 8 an, indem 
nun 'jT das Complement von -r wird, so erhält man: 



tg am Iku, -T-j c= ik tg am (m, U) 



cos am 



d am (tty k') 

cos am (m, ^') 



^ am (ku, ,-] 



und fblglich: 



cos am 



t sin am 



sin am 



cos am 



cos am (u, Ar') 



/, ik\ t A: sin am («, Ä:') 



d am (m, A:') 



(ku. ^ = ^ 7^ (»>*') 
\ Ar / d am{Uf ig) 

/jj.^^ ^\ _ cos fl»i (k, Af') 



-J flwi (w, k') 



(13) 



^ am f Arw, — | = ■-: ^ — pr 

\^ Ar 7 ^ flf» (m, A; ) 

tg am |Aru, ~\ = Ar tg am (ti, Ar'). 

Setzt man in der ersten dieser Formeln u = K' und erin- 
nert sich, dass (nach § 7) am {K\ Ar') = |^, also 

sin am {K\ k) = 1, ^ am [K\ k') = k 



ist, so erhält man 

sin am 



(«■.?)='■ 



Geht man aber von der elliptischen Function zum eUiptischea 
Integral über, so folgt, weil ArA"' das Argument und ^ der Mo- 
dul ist. 
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kW = 








Demoach föt Arif' der Werth des vollständigen Integrals för den 
Modul y. MRt Berücksichtigung des Früheren erhält man also 
%eades Resultat: 

Wenn k in . übergeht, 

ik' 
SO geht 7c über in r, 

ferner K in k [K ± iK') 
und JST' in kK\ 



Siebenter Abschnitt. 
Das AdditioDstlieorem. 



§25. 

Wir gehen nun zur Betrachtung derjenigen Eigenschaft der 
elliptischen Integrale über, welche historisch der Ausgangspunct 
für die Entwickelung der Theorie gewesen ist, zu dem sogenann- 
ten Additionstheorem. Dieses lässt sich, vorerst allerdings 
noch in beschränkter Weise, folgendermassen aussprechen. „Wenn 
man zwei elliptische Integrale erster Gattung mit gleichem Mo- 
dul addirt, so ist ihre Summe wiederum ein elliptisches Integral 
mit dem gleichen Modul, und zwar so, dass'^ die obere Grenze 
des letzteren Integrals dne algebraische Function der oberen 
Grenzen der beiden ersten Integrale ist.'' Oder, wendet man die 
Legendre'sche Bezeichnung an, so kann man sagen: Die Summe 
der beiden integrale F [q)) und F (^) ist einem solchen dritten 
Integrale F [6] gleich, dass zwischen den trigonometrischen Func- 
tionen der drei Amplituden 9, ^ und C eine einfache algebrai- 
sche Relation besteht. Daraus wird sich dann ergeben, dass die 
elliptiscben Functionen der Siunme zweier Argumente auf ein- 

7* 
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fache Weise algebraisch durch die elliptischen Functionen der 
einzelnen Argumente ausgedrückt werden können. 

Diesen Satz entdeckte zuerst Fagnano*) an dem speciellen 
Integral, welches den Bogen der Lemniscate ausdrückt (§ 16) 
und lehrte dadurch die Bögen dieser Curve addiren. Alsdanb 
bewies denselben Eni er**) für das allgemeine elliptische Inte- 
gral der ersten Gattung, und Lag ränge***) gab später eine 
sehr elegante Ableitung dieses Theorems, wodurch er Euler's Be- 
wunderung in hohem Grade auf sich zog. 

Es wird zum Verständniss des Folgenden förderlich sein, 
wenn wir dieselben Betrachtungen, die uns zu dem Additions- 
theoreme führen werden, zuerst in der Trigonometrie anstellen 
und dadurch auf einem von dem gewöhnlichen ganz verschiede- 
nen Wege zu der bekannten Fundamentalformel der Trigono- 
metrie gelangen. Um aber zunächst diesen einzuschlagenden Weg 
erst auszumitteln , gehen wir von letzterer, nämlich von der be- 
kannten Formel 

sin [u + v) = sin u cos v + sin v cos u 

aus. Aus derselben ergiebt sich die entsprechende Formel für 
die Arcus Sinus, wenn man 

sin u = X, sin r =: y, 
also 

cos u = ]/l — X-, cos V = j/l — y^ 
und ausserdem noch 

c = X yT^'f + y j/T^^ 
setzt, 

arc sin x + arc sin t/ = arc sin c. 

Drückt man nun die Arcus Sinus durch die sie darstellenden In- 
tegrale aus, so Ijjsst sich die vorige Gleichung so schreibe>Q 



(1) 



/\_^__ . / dy ^ r de 



*)FagnanodeFagnani. Legendrecitirt; ProduzionI raatemAtidit* 
1750. Ausserdem findet sich in Poggendorfifs Wörterbuch angegebfflf 
Metodo per misurare la lemniscata (Giorn. de Letterat. 1718). Ich hab^ 
mir keines von beiden verschaffen können. 

**) Euler. Institntiones ofilculi integralis. r. Sect. 2. Cap. (T. 
• ***) La gr angp.Th^rie des fonctiona. I. § 70 ff. 
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Daraus erheUt, dass das integral, das den Arcus Sinus darsteiit, 
die im AdditioosÜieoreme ausgesprociiene Eigensciiaft besitzt: dass 
nämlicli die Summe zweier solcher Integrale einem dritten ahn- 
liehen Integrale gleich ist, von der ßeschaifenheit, dass die obere 
Grenze c des letzteren eine algebraische Function der oberen 
Grensen x und y der beiden ersten Integrale ist, nämlich 



(2) c = x]/l^y^ + yl/l-a^. 

Nun ist aber die Gleichung (1) nichts anderes, als das voll- 
standige Integral von folgender DifTerentialgleichung 

uDd c die willkürliche Constante der Integration. Denn integrirt 
Qum diese DilTerentialgleichung Glied für Glied, nud nimmt eine 
HÜlkurlicbe Constante C so, dass die unteren Grenzen der beiden 
htegrale Null sind, so erhält mau 



(4) 



f dx J dy _ ' 



Die Constante C kann man aber durch eine andere Constante 
^ ersetzen. In der DiDerentialgleichung (3) ist nämlich jede der 
^^iclen Veränderlichen x und y als eine Function der anderen 
2* betrachten; jedem Werthe der einen entspricht daher ein 
^^rth der anderen. Bezeichnet man nun mit c denjenigen Werth 
^*^n y, welcher dem Werthe x z^ o entspricht, und setzt diese 
^^rthe in die Integralgleichung (4j hinein, so erhält man, weil 
^&r X ^:^ das erste Glied verschwindet. 



C = f ^^ 



Und damit die Gleichimg (1). 

Die Gleichung (2), die die Relation zwischen den oberen 
Grenzen der drei Integrale ausspricht, ist aber auch nichts an- 
deres, als eine vollständige Integralgleichung der Differentialglei- 
chung (3); deni) sie ist eine endliche Gleichung zwischen den 
Variabein x und y der Differentialgleichung und enthält eine 
Willkürliche Constante c, die in der Differentialgleichung nicht 
enthalten ist. Jede endliche Gleichung aber zwischen den Varia- 
bein einer Differentialgleichung, die so viele willkürhche Constan- 
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ten enthält, als die Ordnung der Differentialgleichung Einheiten 
hat, ist eine vollständige Integralgleichung der letzteren. 

Hieraus geht nun hervor, dass man die Gleichung (2) wieder 
erhalten vtird, wenn es gelingt, die Differentialgleichung (3) an- 
ders als durch gliedweise Quadratur zu integriren. Hat naan die 
Gleichung (2) aher gefunden, so folgt aus ihr in Verbindung mit 
(1) auch umgekehrt wieder die Fundaroentalformel der Trigono- 
metrie. 

Es darf nicht befremden, dass bei dieser Betrachtung die 
Grösse c als eine willkürliche Constante auftritt. Sie ist in der 
Tliat nur in so fern constant, als nach ihr in der Differentialgld- 
chung nicht differenüirt ist, im Uebrigen ist sie veränderlich, in 
Jacobi's grosser Abhandlung über die Differentialgleichungen^ 
findet sich eine Stelle, die in Beziehung auf diesen Punct ebenso 
treffend als lehrreich ist. Es sei daher erlaubt, dieselbe hier 
anzuführen. Sie lautet in der Uebersetzimg so: „Es ist ein sehr 
mchtiger Satz der Differentialrechnung, dass Functionen, weiche 
djirch Differentialgleichungen bestimmt werden, immer mehr Va- 
riable enthalten können, als die Differentialgleichungen, aus 
welchen sie bestimmt werden. Diese Variabein, welehe zu 
denjenigen hinzukommen, die in den Differentialgleichungen ent- 
halten sind, werden von den Analytikern willkürliche Con- 
stanten genannt ; Constanten nämlich , weil auf ihre Verän- 
derlichkeit in den gegebenen Differentialgleichungen keine Rück- 
sicht genommen wird, und willkürlich, weil sie nicht zu den- 
jenigen Constanten Grössen gehören, die in den gegebenen Dif- 
ferentialgleichungen vorkommen. Man sieht aber in einer Diffe- 
rentialgleichung jede Grösse als constant an (obgleich sie 
sonst veränderlich sein kann), nach welcher in jenen 
Gleichungen keine Differentiation vorgenommen ist." 

Wir wollen uns nun für einen Augenblick in der Trigono- 
metrie auf denjenigen Standpunct stellen, den wir in der Tlieorie 
der elliptischen Functionen gegenwärtig einnehmen. Vi^ir woHen 
also den Zusammenhang der trigonometrischen Functionen mit 
den cyclometrischen Integralen und daher auch die Differential- 



*) Jacob i. Dilucidationes de aequationum differentialium vulgarium 
systematis earumque connexione cum aequationibus differentialibus par- 
tialibas linearibus primi ordinis. Crelle's Joum. Bd. 23. p. 5. 
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quotieuien jener als bekannt annehmen.''^) Dagegen wollen wk 
die Fundaraehtalformel, mittelst welcher die trigonometrischen 
Functionen einer Summe u + v durch die Functionen der ein- 
zelnen Argumente u und v ausgedruckt werden, nicht als bekannt 
voraussetzen, sondern diese erst durch die Integratioa der Dlflte- 
rentialgieichung 

l^) • ' • • • • yiz.-^ ^ yrr^t ~ "" 
ableiten. 

Es ist oben schon gezeigt worden, dass aus dieser Gleichung 
die folgende: 



sich ergiebt, in welcher die willkürliche Constante c so definirt 
ist, dass mit c derjenige Werth von y bezeichnet wird, welcher 
dem Wertlie a? = o entspricht. 

Indem wir nun die Lag ränge 'sehe Methode auf die vor- 
liegende einfachere Differentialgleichung anwenden, sehen wir x, 
und also audi y, als eine Function einer neuen Variablen / au» 
indem wir setien 

(5) J = vr=^'. 

Saan folgt, weil y eine Function von x, x aber eine Function 
von l h^l, 

dy dy dx 

~dt dx * ~di' 

*) Definirt man nSmlich die Function Sinus als die obere Grenze 
eines In^grals, sodass, wenn 



fi 



dx 



gesetzt wird, x t=i sin u ist, und führt man ausserdem den Cosinus als eine 
<inrch die Beziehung cos u =« Yl — x^ :=» ^1 — sin'« daraus abgeleitete 
Function ein, so erhält man 



d sin u dx 



= -^=/l--a:2 = cosM, 



du du 

d cos u d cos u dx 



du dx du y\ ^ 

== — sin w. 



. j/l — a;2 = — X 
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mithm 



(6) f - - Vl^^- 

Indem man die Gleichungen (5) und (6) quadiirt und noch- 
mals nach t diff«rentürt» erhält man 

(7) . • . . rfiT = ~ •'^^ ^ = " y' 

\iodurch die eine Differentialgleichung der ersten Ordnung zwi- 
schen y und X auf zwei Differentialgleichungen der zweiten Ord- 
nung zwischen resp. x und i, und y und t zurückgeführt ist. 
Die letzteren Differentialgleichungen sind linear und homogen, es 
genügt also, zwei particuläre Lösungen derselben zu kennen, um 
daraus die vollständigen Lösungen zu erhallen. Es sind aber 
sin t und cos t particuläre Lösungen, da 

e? cos t ^ rf* sin * . ^ 

—^ = - cos t, -^^ = - sin r 

ist. Bezeichnen daher a, b, a\ b' vier willkürliche Cpnstanten, 
so sind 

(8) a; = « sin / + 6 cos t, y = a sin ^ -f- ft' cos < 
die vollständigen Lösungen der Differentialgleichungen (7). 

Dadurch ist die Integration vollbracht, nämlich x und y al^ 
Functionen von i ausgedrückt. Eliminirt man aus diesen Glei- 
chungen t, so erhält man auch eine Relation zwischen y und x. 
Wir haben aber damit noch etwas Zweites zu verbinden. Durch 
die Reduction der gegebenen Differentialgleichung erster Ordnung 
auf zwei Differentialgleichungen der zweiten Ordnung haben wir 
nämlich drei überflüssige Constanten erhalten; es müssen sich 
also von den vier Grössen a, 6, a, h' drei durch eine derselben 
oder, was dasselbe ist, alle vier durch irgend eine neue fünfte 
ausdrücken lassen. Zu dieser wählen wir die früher eingeführte 
Constante c. 

Zunächst ergiebt sich aus den Gleichungen (8) 

(9) 3r = ö cos / — 6 sin / , ^ = a' cos t — b' sin l 
und, wenn man diese Werthe in die Gleichungen 

die unmittelbar aus (5) und (6) folgen, substituirt, 

(10) . . . . a« + 6*=1. «'* + &'*=]. 
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Ferner erhält mao durch Auflösung der Gleichungen (8) 

b'x — by ^ mt — mjf 

Sin t = -w ^, cos t :^- -p r: , 

ab — ab ab - mb 

und wenn man diese Werthe in (9) substituirt und die Gleichun- 
gen (5) und (6) nochmals benutit. 



a(<iy— gjc) b (b'x — Äy) 



y^ — ^ — -.g-Tal^ ab'-a'b 

, /q T2 ajoy—ax) b'{b'x — b)t) 

— yi-fj — ab'^aV ab'^Jb ' 

oder mit Rücksicht auf die Relationen (10) 

i/l L2 _ .V {aa-^bb')x 

^ ab — ab ab — ab 

i/i — ^ — (g«+^^')y ^ 
- Kl - y — fl6'-fl'& — iS^'fl'Ä' 

^er endlich, wenn man 

i _. ^ ??'+^*' --- 5 

«6' — ab * ab' — ab 

setet. 

j/l-x^ = ^y — ^a:; — /l -p = By - Ax, 

^dass jetzt nur noch ^ und B durch c auszudrücken sind. Setzt 

^^n nun aber in den letzten Gleichungen x =^ o und y = r, so 

^hält man 

Wöd dann 

c 1/Y^^^ = y + X yT—^; c j/l -y^ = y /i - ? + AT, 
Voraus sich 

'''Hl wenn man bedenkt, dass 

y' - ar« = y« (1 - x^) - x« (1 - y«) 

^'"^lebt Dies ist das gesuchte Integral der DiflerentlalgldMiuiig 
(^)« ans dem sofort die Faadamentalformel der Trigooometiie folgt, 
^^m setzt man 



/pfe == "• Jy^y = '' 
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so folgt aus (1) 



J. 



• de 

= = w + V, 



Betrachtet man aber nun x als Function von u, so ist 
ä: = sin w, y :^ sin v, c = sin (m + v), 



y 1 ~ X^ :^=: cos U , j/ 1 — t/'^ = COS V ', 

mithin erhält man wirklich 

sin {u -{- v) = sin u cos v -{• sin i? cos u, 

§26. 

Genau den im vorigen §. angedeuteten Weg hat man nun 
auch bei den elliptischen Functionen eingeschlagen. Die erste 
wichtige Eigenschaft, die in Bezug auf die elliptischen Integrale 
zu Tage trat, bestand darin, dass es Euler gelang,^ die Differen- 
tialgleichung 

dx j^ dy ^ 

Va + Bx+Cx^+Dx^+Ex^ . yA + By+Cy^+Dy^ + Ey^~ ^' 

die, gliedweise integrirt, auf elliptische Integrale führt, und die 
wir deshalb kurz die elliptische Differentialgleichung 
nennen wollen, auf andere Weise durch eine algebraische Rela- 
tion zu integriren und dadurch zu erweisen, dass zwischen den 
oberen Grenzen dreier elliptischer Integrale, von denen eines die 
Summe der beiden anderen ist, eine algebraische Beziehung statt- 
findet. Wie schon bemerkt, hat Lagrange eine einfachere In- 
tegrationsmethode der obigen Differentialgleichung gegeben und 
auch gezeigt, dass diese Integration besonders elegant wird, wenn 
man die elliptischen Differentiale ziivor auf die Normalform re- 
ducirt. Wir wollen daher von dieser letzteren ausgehen und die 
Differentialgleichung 

d(p j^ dip 

behandeln. 

Integrirt man diese Gleichung zuerst gliedweise, indem man 
die willkürliche Constante C so wählt, dass die Integrale von o an- 
fangen, und bedient sich der Legcndre'schen Bezeichnung, so er- 
hält man 

F{(p) +'F{i^) = C\ 
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und ersetzt man wieder die Constante C durch eine andere 0, 
welche dadurch deflnirt sei, dass ^ = werde, wenn nian g) = o 
setzt, so ergiebt sich, da JF* (o) =r= o ist, C = F {&) und daher 

F[tp) + F{i;) = F{0), 
und es gilt jetzt, die Relation zwischen tp, il; und zu finden. 

Lagrange sieht (p und ^ als Functionen einer neuen Variablen 
/ an, die er durch die Gleichung 

(11) ^ = Vi - F sin2 ip 

^efinirt, aus welcher, wie im vorigen § 

(12) , . . . . JJ' = — /l - U' sin^ ^ ' 

'^Igt. Durch Quadrirung und nochmaliges Differentiiren nach t 
^Ygiebt sich aus diesen beiden Gleichungen 

^ = — Ic^ sin 9 cos 90, ^ = — F sin ^ cos ^ 

= —{Jc^ sin 290, — — i ^^ sin 2^. 

^un führt Lagrange statt 9) und ^ die Summe und Diflerenz 
dieser Grössen ein, indem er setzt 

fp + if} — p, (p — tlf = q; 

dann ergiebt sich durch Addition und Subtraction der vorigen 
C^leichungen 

—J^ = -? ^ P (sin (p + q) + sin {p — ^r)) = — Ar^sinp cos^^j 

^ = — i/f^ (sin (p + q) — sin (p — q)) =z — k^ cosp sin q 
-Aus den Gleichungen (11) und (12) folgt ebenso 

^ = /l — ^2 sin2 q) — ^1 — F sin« ^ 

^ = j/l — it« sin2 9> + /l — ^2 sin2"^ 

^eren Product die Gleichung 

g. g = - F (sin> - sin* ^) 

= — Ar« sin (90 + ^) sin [fp -— iji) 
= — Ar« sin p sin ^ 

liefert. Indem man nun mit dieser Gleichung in die Gleichungen 
(13) hineindividirt, erhält man integrable Ausdrücke, nämlich 



(14) 
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d^p 
dt^ 


cos q 
sin 9 

cos p 
sin p 


oder 
oder 


drp 

d^ 


dp dq 
dt ' dt 

d^q 

dl* 


dp 
dt 
d^q 
dJt* 


dp dq 

dt ' dt 


dq 
dt 



COS q 


'dl 


sin 
COS/? 


dp 
' dt 



ainp 



folglich, wenn die Integrations-Coiistanten mit log a und log ß be- 
zeichnet werden, 

log — ^ -= log . sin ^r + log « oder - ^ = « . sin q 



i: 



dt - o — ' :f I -o ^ 

(15) ' \ ^ a 
I log -^ = log. sin/? + log ß oder ^ = /3 . sin p. 

Multiplicirt man diese Gleichungen resp. mit 

dq , dp 

woraus 

dq o . dp 

aswq J = ß smp ^ 

folgt, so kann man aufs Neue integriren, wohei zugleich t elimi- 
nirt wird; denn bezeichnet y eine dritte Integrations-Constante, 
so erhält man 

— a cos g = — jj cos/? +• y, 

und es handelt sich nur noch darum, die Constanten a, ß und y 
durch die vorldn gewählte auszudrucken, indem mati wieder 
q = ip — ^ und p = (f + ilf in die vorige Gleichung zurfick- 
substituirt, kann man diese schreiben: 

(16) . . — a cos (9 — ^) = — /3 cos (g) + ^) + y^ 
und setzt man darin g) = o und ^ =-- <s, so ergiebt sich zunächst 

y = (ß — a) cos a. 
Um auch a und ß durch 6 auszudrücken, kehren wir zu den 
Gleichungen (14) zurück, die sich mit Hülfe der Gleichungen (15) 
so schreiben lassen: 



. ^ a sin (90 — ^) = j/l — Ar^ sin^ tp — ]/l — k'^ sin'^ t 



ß sin (g) + ^) = /l — Ar^sin^gi + /l — Fsin^^. 
Setzt man in diesen wieder tp = und ^ =^ a, so erhält iiiart 



— a . sin c; = 1 — j/i — A:*^ sin^ a 
ß ,9\n<s = i + j/1 — ä2 sin2"tf 
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also, wenn man das Zeichen ^ wieder einfährt, 

^<5 — 1 a da+1 2 COS (F 

cc = ü ' — ' — • V == • 

sin (F * ^ Bin (F ' sin a 

Diese Werthe nun in (16) suhstituirt, geben dieser Gleicl 

Gestalt 

_ ^!Lz}: cos {(p-i^)+ ^^ cos (<p + t) = ^-4 
sina ^^ ^' * 8in(F ^^ ' ^' si 

ödei 

cos (q> — if) + cos(9 + if) — (cos (9 — ^) — cos {<p + ■ 

= 2 cos 6, 
also 

cos = cos q) cos ^ — sin g) sin ^ ^(j. 

Dieses ist die berühmte Lagrange'sche Formel, die die B 
zwischen den Grössen (p, ^ und enthalt. Das Additi 
rem für die elliptischen Integrale der ersten Gattung 1 
itäD so aussprechen: 

F{ip) + ^(^) = F{0) i 

ist, so ist auch ) (18) 

cos = cos q) cos ^ — sin g) sin ^ ^0 / 
und umgekehrt." 
In einer einzigen für sich allein selbständig dastehenden 
ausgedrückt aber erhält man das Additionstheorem, w« 
zu den elliptischen Functionen übergeht. Denn setzt m; 
= u, F (ili) = V, so wird F {0) = u + v, und da alsdan 
q) = am u, tl>= am v, = am [u + v) ist, so giebt di 
dene Gleichung zwischen g?, ^ und folgende Beziehi 
sehen «m (« + v), am u und am v 

cos am (m + v) -~ cos am u cos ^^ ^ I / qn 
— sin am u sin am v ^am(M+ v) ' 
Ganz in derselben Weise, wie die Beziehung zwiscl] 
und gefunden wurde, könnte man auch, wenn man 

F{ip) - F{t) = F{$) 
setzt, die entsprechende Beziehung zwischen g?, ^ und 
Sie ergiebt sich aber auch unmittelbar aus der vorit 
nämlich — F [il;] = F{ — ^) ist, so kann man F (0) 
die Summe zweier Integrale darstellen, nämlich 
F{q>) + F{~t) = i^(Ö), 
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und erhält daher, wenn man — ^ an die Stelle ron ^, und I 
an die Stelle von setzt, 

cos $ z= cos q) cos ^ -f sin 9) ^n ^ ^ö, 
und da 

F {$) = M — V, also $ = am {u — v) ist, 

cos am {u — v) = cos am u cos amv -i- sin am u sin amv ^am[u — v\ 
welche Gleichung sich auch aus (19) ergiebt, wenn man — t; ao 
die Stelle von v setzt. 

§27. 

Aus den im vorigen § gewonnenen Resultaten lassen sich 
nun leicht die Fundamentalfoniieln für die elliptisciien Funetio^ 
nen, nämlich die Ausdrücke für sin am (u + v), co» am {u + 9), 
^ am {u + v) durch u und v allein, ableiten. Um die RechnoDi^ 
dabei möglichst abzukürzen und namentlich irrationale Ausdrücke 
zu vermeiden, stelle man folgende Betrachtung an: Aus den 
Gleichungen (18) kann man durch Umstellung zwei andere Glei- 
chungen finden, nämlich aus 

F{q>) + Fit) = F{a) 
folgt Fit) — F{0) = - F(ip) 

und . F{6) — F{(p) = F (^), 

welche Gleichungen sich auch schreiben lassen 

F((p) + F(t) = F{ö) 

Fit) + F{-0) = F{—g>) 

F{0) + F{--ip) = F{i^). 
Da nun das Integral zur Rechten jedesmal die Summe der bei- 
den Integrale zur Linken ist, so wird »an auch aus (18) zwei 
neue Gleichungen erhalten, wenn man an die Stelle von 

einmal ^, — 6, — <p 

und dann 6, — g>, ^ 

setzt. Dadurch erhält man die drei Gleichungen 
cos = cos 9? cos ^ — sin g? sin ^ ^0 
cos 9) = cos ^ cos <y + sin ^ sin (T ^ip > (20) 
cos ^ = cos cos ^ + sin sin 9 ^if 
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welche zwar alle drei dasselbe besagen, mit Hülfe derer man 
aber sin ö, cos 6, ^6 durch ^ und ^ ausdrücken kann. Aus 
den beiden letzten Gleichungen ergiebt sich 

21 an tf = -i — rt T--r- T- 

(8in* fp — 8in*'^) (sin 9 cos t/> ^1/; + sin -^ cos 9 dtp) 

sin'qp cos*-^ Jhp — sin*t^ cos'qp J^fp 

Der Nenner dieses Ausdrucks ist aber 

= sin^9) cos^^ (1 — ^^ sin*^) — sin^^ cos*^^) (1— A:' sin^^)) 

= sin^y cos*^ — sin^^ cos^^) — Ar^sin' qi sin*^ (cos^^ — cos^9) 

= (sin^ 9> — sin* ^) (1 —Ar* sin* q> sin* ^). 

Mithin wird 

{^^\ ' i* sin 9 cos*^ d'\^ + sint^ cosqp dtp 

\^£) Sin o —— i — I« - . . — . » . • 

1— A:*8m*9 sin*i/» 

i^erner ergiebt sich aus den nämlichen Gleichungen 

sin y cos y z^t^ — sint ^ cos'^ dg) 

sin q> costi) dip — sinip cosqp dtp 
-__. (sin 9 cosy dtp — sin^ cost^ dg>) (siny costft d'tf} -[- sinift coa (p dtp) 
(sin*y — sin*i/>) (1— Ar*8in*y sin*-^) 

Der Zähler dieses Ausdrucks schreibt sich: 

= sin* q) cos q) cos ^ (1 — Ar* sin* ^) — sin* ^ cos 9 cos ^ (1 — Ar* sin* ip) 

— sing) sin^ (cos* f — cos* 9) ^q) ^^ 
== (sin*g) — sin*^) (cosg) cos^ — sing? sin ^ ^q) /di)). 

Also ist 

^2o\ ^ cosqp cost^ — siny sintft dtp dtp 

1 — A:* sin^qp sin*t^ 

Endlich liefert die erste der Gleichungen (20) 

sin g? sin ^ ^0 = cos g) cos ^ — cos 6. 
^ubstituirt man darin den eben gefundenen Ausdruck für cos 6, 
^^ wird 

Sil^ (» sin Xb da = —Ar« sin'y sin'ift cosy cos^ + siny sin'^ dtp d 'tfj 
^ 1— Ä^sin-flp sin*t^ * 

«mithin 

(24.> yf^ ^q> ^^ — ^ sinqp sint(> cosqp cos Tft 

1 — A:* sin* qp sin'' 1^ 

Setzt man nun in den Formeln (22), (23) und (24) 
q> = am u, if :=: am v, = am (u + v), 
^^ erhält man die Fundamentalformeln für die elliptischen Func- 
**^Hen, wenn man zugleich auch — v an Stelle von v setzt. 
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., /IN . Bin am u cos am V J am v-^ »in amv cos amu Jamu 

I ^ — ^ 1 — /^ siD* am u sin* am V 

fe%t'\ f / I \ co8€tmuGOBamif^ainamuauiamifJamuJ.ttmv 

25) { cos am (u+ v) = r ,T . . r-i 

I ^ — ^ i—k*Bin^amu8W*amv 

I ^ / I \ JamuJamv^^k*8inamucoBamuBmamvco%amv 
^ — ' 1 — Ar* sin* am u sin* am V 

Diese Relationen sind den trigonometrischen Formeln 
sin (m + r) = sin M cos I? + sin t; cos u 
cos (w + v) = cos u cos V 4^ sin u sin 9 
analog, und, wie es sein muss, entstehen die letzteren unmittelbar 
aus jenen, wenn man k =:i o setzt, weil dann die Amplituden in 
ihre Argumente übergehen, und die Functionen d sämmtlich deo 
Werth Eins erhalten. 

§ 28. 

Es wird nicht unzweckmässig sein, hier auch noch den Be- 
weis für die Richtigkeit der Fundamentalformeln beizubringen, 
den Abel"^) in seiner ersten Abhandlung über die elliptischen 
Functionen für dieselben giebt. 

Abel geht von dem im vorigen § abgeleiteten Ausdrucke för 
sin am {u + v) aus und zeigt, dass derselbe gleich sin am {u + v) 
sein müsse. Es sei also 

y, sinamu coBamv damv + ainamv coBomu damu 

1 — A* sin* am u sin* am t; 

Dann Ist X eine Function von u und v und zwar eine symmetri- 
sche Function, daher kann man setzen 

X = f(u,v) = f[v,u). 
Es lässt sich aber zeigen, dass auch der partielle Differential- 
quotient. ^ eine symmetrische Function von u und v ist. Setil 
man der Kürze wegen 

1 — /r^ sin^ am u sin^ amv = N, 
so ergiebt sich 

dX N [coa amu jd am u coB amv d amv — sin a77i v sin am uz/* /im v 

du ~ F« 

— ^* sin am v sin am u cos* am u] 

(sin am M cos am v^amv-[- sin am y cos gm t< z/ am k)2A:* sin am« cos awttz/ami sin* <g |. 
*) Abel. Recherches sur les fonctions eUiptiques. €relle'BJoiini.Bd.2. 
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)a es nur darauf ankommt, nachzuweisen, dass dieser i 
u Bezug auf n und v symmetrisch ist, so kann man a 
enige, was schon in sich symmetrisch ist, ausscheiden 
las Uebrigbleibende weiter behandeln. Der Ausdruck hei 
I Gliedern, von welchen das erste und vierte symmetrij 
ler Ausdruck N ist ebenfalls symmetrisch; es bleibt 
weiteren Umformung folgender Ausdruck übrig: 
— N sin am v sin am u ^^ am u — Nk"^ sin am u sin am v c 

+ iU^ sin am u sin^ am v cos^ am u /P am t/, 
US welchem wir noch den allen Gliedern gemeinsamen 
rischen Factor sin am u sin am v ausscheiden könnei 
^häit man, wenn man den Ausdruck für N wieder hei 

— (1 — U^ sin^ am u sin^ am v) ^* am u 

— (1 — Är^ sin^ am u sin^ am v) k'^ cos^ am u 
+ 2k^ sin^ am v cos^ amu ^ amu 

= — ^J^ am w + Ar^ sin^ am v ^ amu — A:^ cos^ am u 

+ Ar^ sin^ am v cos^ am u [k'^ sin^ amu + ^ amti) 
= — ^f^ am u ^ am V — k'^ cos^ am u cos- am v. 
)ie nach Ausscheidung aller symmetrischen Glieder ul: 
)enden sind daher ebenfalls symmetrisch, mithin ist d 
Ausdruck symmetrisch. Demnach muss die Function 1 
diaifen sein, dass 

^^^ dn dv 

st. Alsdann aber muss X eine Function von ti + v seil 

liflferentiii 

lilt man 



liflferentiirt man die Function X vollständig nach i/ und i 



dX =^^ du +1^ dv, 

du dv 

md vermöge der Bedingung (26), wenn man u + v = 

27) . . . dX = f^dz.^ 

üliminirt man aber v aus X, indem man v = z — u 
md differentiirt unter dieser Voraussetzung wieder vollst! 
Thält man 
^) . . . .x=(f).. + (g).«, 

vo die Klammern andeuten sollen, dass man vor der 

Duit'g-o, ellipl. Fundioncn. § 
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tiatiou V durch z — u zu ersetzen habe. Aus der Verbindung 
von (27) und (28) folgt dann 

und \feil u und z von einander ganz unabhängig sind, 

/dx\ ^ dx /dx\ 

'Hieraus geht hervor, dass X nach der Substitution von z — « 
für V die Variable u nicht mehr explicite enthalten kann, dass 
vielmehr dann 

äX = (f ) ... 

also X eine Function von z oder u + v allein ist. Man kann 
also setzen 

X = f{u + v). 

Um aber zu ermitteln, i^as die Function /* bedeutet, braucht man 
nur t; = zu setzen , denn dann erhält man 

f (u) = sin am u, 
folglich ist auch 

X = f(u + v) = sin am (u + r). 

§ 29. 

Die im § 27 unter (25) aufgestellten Fundamentalformeln 
bilden die Quelle für eine Menge analytischer Beziehungen im- 
sehen den elliptischen Functionen, gerade wie auch die trigono- 
metrischen Formeln sich aus den Ausdrücken für sin {u + v) und 
cos {u + v) ergeben. 

. Wir stellen die \i1chtigsten derselben im Folgenden zusam- 
men, indem wir den in den Fundamenten '^) angegebenen nur we- 
nige hinzufügen. Zur Abkürzung sei am u = a, am v = b, 
am {u + v) = 0, am {u — v) = $ gesetzt. 

1) sm am 2u = — -. — j^-t- ^ — 

rt\ ex cos'« — siu*ÄZ^Ä 

2) COS am 2w = = — T^-r-i 



*) Jacobi. FnndAmenta nova etc. §18. 



Abschn. VII. Das Addilionstheorem. 829. 115 

J«« — k* sin* a co8*fl 

3) Jam2u = i^k^sm'a 

. 2 sinn co sbjb 

4) sin <y + sin 9 == i^kt^^^^S^ 

. . 2gin6 cos aJa 

5) sin <y — sm ö = |_;t«8in«flliS^ 

^ 2 co s fl CO» 6 

6) C<>S tf + cos ö = i_jt«sin«fl8i^ 

2 sin asinhJaJh 

7) cos <y — COS ö :^ 1— ib>8in>asin*6 

. At 2JaJb 

8) ^tf + ^9 = i_^«8in«a 8in«6 

2ifc* sin « sin Ä cos « co»Ä 

9) ^<y — ^9 = - 1— Jt»8in«TSn«6" 

. sin*fl — sin* 6 

10) sin <r sm 9 = i_A.sin««8in«6 

cos'a— gi n'ftwJ*« 

11) COS <r COS 9 = i_ttgi„t«si„t«- 

^a — **co8*a8in*6 

12) ^tf^« -^ l_*«8m'«8in«A 

. . co8*A+sin*«^*6 

13) 1 + sin <y sin $ = i.j^sin« ^ii^ 

. . cos^Ä+sin**^*« 

14) 1 - sm <r sm Ö = -xrj^i„.«sin«6 . 

^64-Ä*«in»flco8«6 

15) 1 + /r2 sin <y sm Ö == l-kHin^asinH - 

, . ^fl4-A:«8in*Acos'fl 

16) 1 — A:^ sin tf sm Ö = i^i^^intasinH 

. cos» «+ cos* 6 

17) 1 + COS a COS Ö = i^Jb«sin* «"]än^6 

. Bm*aJ^b'{-8in^bJ*a 

18) 1 - cos a COS Ö = i_^sin«^8in»A " 

19) 1 + ^<y z/9 = 1-:=;^*^-^« 

21) (1 ± sm ff) (1 ± sm «) =- izqpüüi^^r 

, , ... (co3«+siiiA^a)' 

22) (1 ± sm ff) (1 + sm 9) = ^_^, ^i„*a lü^n 

, . . , . AS (Jh+ksinacosh)* 

23) (1 ± A sin ff) (1 ± * sm 9) = -^zlf^^^üüFT 

8* 
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^ ^ — / \ T^ ) 1— Ar* Sin* asm** 

25 1 + cosa) (1 + cosö -.- = — rx-F= — r-rr 
' ^ — ' ^ — ' 1— A:*sm*flsin*6 

26) (1 ±cos«) (1 + cos«) = i_;pgT.^,.^.; 

29) sm a cos ö = = — r^-:=4 — t-^t 

rt-,. ^ . f. 8inacosaz^6— sind cos6z/a 

30) cos sm ö = :j j^-^r-i r^T 

31) sm <y ^ö = = — TT-^ TL 

I I — ««ein«/y Bin* A 



32) ^(i sin ö = 

33) cos iS,d^ == 



1 — A:*sin*«8m*Ä 
cos hiXuaJa — co8 a sin hAh 

1 — A'sin^asin'ö 
cos a cos 6 z^ adh — k'^ sin « sin h 



1— A*sin*«8in*6 



-,-v ^^ * co8flcos^z^ß^i+A'*sinÄsinA 

34 ^0 cos ö = j — ,, . ^^ . >■ 

' 1— A*sin*«sin«6 

oir\ • /^ I A\ 2sinfl'C08«^A 

35) sm <y + ö = ^ — rj^-- — -^ 

rt/»\ • /^ A\ 2 sin 6 cos 6z^« 

36) sm (<y — ö = r — ry-r-« — r-rr 
' ^ ' ■ 1 — ik*sin*ösin*6 

rtP*\ /^ I /i\ cos^a — sin*«/^/; 

37) cos (T + ö) r- -i — —-.-5 — — 

' VI/ 1— A*sin*«sin«6 

rto\ /^ /i\ co8*6 — 8in*6z^« 

38 COS [0 —^) = . 

' ^ ^ 1 — A*8in*ßsin*6 

Zur Erläuterung der Ableitung dieser Formeln mögen fol- 
gende Bemerkungen dienen. Im Allgemeinen werden sie auf 
dieselbe Weise gebildet, wie die trigonometrischen. Bei den Um- 
formungen wiederholen sich bisweilen die schon im § 27 zur 
Ableitung der Formeln (22), (23) und (24) ausgeführten Opera- 
tionen, auch kann man sich dazu der Gleichungen (20) dessel- 
ben § bisweilen mit Nutzen bedienen. Die Formeln 21) bis 28) 
entstehen leicht aus den vorhergehenden, Menn man nur bemerkt, 
dass z. B. 

(1 + sin 0) (1 + sin ö) = 1 + sin (y sin ö + (sin a -f sin ö) 
ist, und in 13) und 4) schon Ausdrücke für 
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1 + sin <y sin und sin (T + sin 
gegeben sind, die man also nur durch Addition und Subtraction 
zu verbinden hat. 

Zu diesen Mitteln, die der Ableitung der trigonometrischen 
wie der elliptischen Formeln gemeinsam sind, kommt aber noch 
eines, welches den elliptischen Functionen eigenthumlich ist, näm- 
lich die Substitution der Argumente u + IC, u + iK' etc. an 
die Stelle von u. Um die Anwendbarkeit dieses Verfahrens an 
einem Beispiele zu zeigen, wollen wir die Formeln 11) und 12) 
aus 10) ableiten. 

Zu diesem Ende setzen wir in der Formel 10) nämlich in 

Sm 6 m\ ö == z ;^-r-i ^-TT 

1 — Ar* sin*« sin' ö 
«* H- A^ an die Stelle von u und bedienen uns der Formel (17) 
S 10, nämlich 

.^ / I rr\ COS am z 
%m am [z 4- K) = —r ; 

^ann haben wir folgende Substitutionen zu machen: 
u geht über in m + -äT 

V - ' ' V 

u •\- V - - - u + V •\- K 
u — V - - - u — V + K 

. ^ COSCF 

sm <y - - - --T— 

Ja 

.' * cos $ 

sm ö • 



sm a 



J$ 

cos a 



Ja 

sin fr - - - sin 6. 
^^tzt man alles dieses ein, so erhält man 

cos*« . « - 

— ■ sin b 

(Dn\ cos <T cos $ J^a " cos'« — ain* bJ^a 

' da J$ . ,9 cos*« . 9, z^« — Ar* sin* 6 cos*« 

lim nun die Producte cos cos $ und ^6 J^ selbst zu finden, 
kann man sich des § 10 angeführten Satzes bedienen, dass die 
I^unctionen sin., cos. und jd Nenner haben müssen, die bis auf 
einen constanten Factor einander gleich sind. Da nun sin 6, 
sin ö den Nenner 1 — A:^ sin'^ a sin^ b hat, und man sich leicht 
überzeugen kann, dass Zähler und Nenner des vorigen Ausdrucks 
diese Grösse nicht schon als Factor enthalten, so kann man 
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wenn y eine constante Grösse bezeichnet, setzen: 

^ cos*« — ain^bJ^a ^^ ^* z^fl — A:* 8in«*c08*« 

COS<yCOSÖ = ,- ,•-.-8 ^TTT» ^(J ^9 s= —y- . r-iiv* 

y { 1 — Ä* sin* a sm* b) y ( i— Af* sm* a »m* Ä) 

Um y zu bestimmen, braucht man nur specielle Werthe für u 
und V einzusetzen und findet, wenn man u :^ v = o setzt, dass 
y z= l ist, wodurch man die Formeln 11) und 12) erhMt. 

Man kann aber auch eine Formel für ^ö ^0 direct aus 
10) ableiten, wenn man iu'+ K statt u und iv statt v setzt und 
sich der Formeln [§ 10. (18), § 8. (12)] 

sin am iiz + Ä^) = — — T—n\ ; sin am iz =i= i ig am (z, U] 

bedient. Dann hat man, wenn man der Kürze wegen am [u,k') 
mit (a, U) und in ähnlicher Weise die übrigen Amplituden mit 
dem complementären Modul bezeiclmet, folgende Substitutionen 
zu machen: 

u geht über in tu + K 



V 


- 


- 


- iv 


U + V 


- 


- 


. i[u + v) + K 


U — V 


- 


- 


. i[u -• v) + K 


sin 


- 


- 


l 


sin ö 


- 


- 


1 


^(ß,k') 


sin a 


-■ 


- 


1 


J{a,k') 


sinn 


- 


- 


• -^'(b,n 



Da alsdann sämmtliche Amplituden das Complement des Moduls 
enthalten, so kann man wieder Ar statt k' setzen, muss dann aber 
statt des explicite vorkommenden k auch k' schreiben. Alsdann 
erhält man 

1 _ 2f* ^ "*" ^^ ^ ^ c os* 6 + sin* 6 J'a 
^^^^ 1 I hfl tg*^ cos*6^a + A;'*sin*6 

oder 

^ ^g z/*g -^fl8in*6+ A;'*8in*6 

~ 1 - sin*6+sin*6 (l-^F^i5«ir) 

J^a -Af*sin*6co8*Ä 

1— A:«sin*a8in«6 
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lat man so J^ z/d gefunden, so ergiebt sich a 
^o» ü cos 9. 

Dieselbe Methode kann man auch bei der Ableit 
nein 29) bis 34) anwenden. 



Achter Absclmitt. 
Oeber den Zusammenhang, der elliptischen 
mit der sphärischen Trigonometrie. 



§30. 

Stellen wir die Resultate des § 26 noch eirii 
sammen , so hat sich ergeben , dass von den Gl( 

(1) F [ci) '\' F (6) ^=^F (ö), cos (y = cos a cos 6 — s: 
jede die vollständige Integralgleichung der Differenti; 

da , db 

mit der willkürlichen Constante ist, und ebenso v 
chungen 

[2) F{a) — F{b) = F {$), cos ö = cosa cos 6 + sin 
jede die voUständige Integralgleichung der DüTerenti; 

da_ _ db _ 
Ja Jb ^ ^' 

Nun bemerkte Lagrange*), dass die Formel ($ 
iehnlichkeil mit der Grundformel der sphärischen 1 
[besitzt. Bezeichnen nämlich a, b, c die Seiten, und 
liesen resp. gegenüberliegenden Winkel eines sphäi 
^ks, so ist 

3) . . cos c = cos a cos 6 + sin a sin b cos 
Setzt man nun 
c = Ö, 

*) Theorie des fonctions. § 81- 82. 
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so kommt diese Formel mit (2) bis auf das an die Stelle von 
cos C getretene ^$ vollkommen überein. Allein im sphärischen 
Dreieck haben die Verhältnisse 

sin A sin B sin C 



sina * sin b * sin c ' 

alle drei denselben Werth. Bezeichnet man diesen Werth mit k, 

so ist 

sin A sin B _ sin C ^ , 

sin a sin b sin c ' 

also 

sin ^ c=: A: sin a, sin 5 = A: sin h, sin C = A: sin c, 

und dann 

cos ^ = + /da, cos 5 = + /dby cos C --- + de, 
wo das obere oder untere Zeichen zu wählen ist, je nachdem die 
betreffenden Winkel spitz oder stumpf sind. Nimmt man also 
den Winkel C spitz an und setzt c = ö, so wird cos C = ^ö, 
und dadurch werden die Formeln (3) und (2) ganz identisch. 
Nimmt man dagegen C stumpf an und setzt c = (7, so wird 
cos C = — /da, und dann geht die Formel (3) in (1) über. Da 
nun, wenn wie früher a^= am u, b -- am v gesetzt wird, 

ö = am (w — r) , (5 = am [u •\' v), 
so folgt, dass wenn am u und am v als die Seiten eines sphä- 
rischen Dreiecks angesehen werden, die dritte Seite desselben 
Dreiecks gleich am {u — v] oder am {u + v) ist, je nach()eni die 
beiden ersten Seiten einen spitzen oder einen stumpfen Winkel 
einschliessen. Der Modul der Amplitude ist alsdann das constante 
Verhältniss Zwischen den Sinus der Winkel und den Sinus der 
gegenüberliegenden Seiten, nämlich 

, _ sin ^ sin B sin C 

sin a sin b sin c 

Untersuchen wir nun, wie das sphärische Dreieck beschaffen 
sein muss, damit der Modul kleiner als 1 ausfalle. Da in diesem 
FaUe 

sin B <C sin b 

sein muss, so hat man das Dreieck so anzunehmen, dass wenn 

1) ^ < 90» ist, b > B 
und wenn 2) ^ > 90® ist, b < B und > 180® — ^ 
sei. 
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Betrachten wir zuerst den Fall, dass ^ < 90®. Es sei 
PBQ (Fig. 5) der Winkel B, und C der auf dem Schenkel BQ 
liegende zweite Eckpunct des Drei- Fig. 5. 

ecks. Macht man BP = BQ = 90**, 4^--7^^^-^-\ 

wi&i PQ z= B, und dies zugleich /f/ / .---^^ 
das grösste unter allen Perpendikeln, /Vi/ / \ 

die man von irgend einem Puncte A^^ 
des einen Schenkels des Winkels Bß[ 
aiif den anderen fallen kann. Legt y — 
man nun durch den Punct C zwei \ 
grösste Kreise, den einen CE senk- \^ \ \^>^^^ 
recht auf BQ, den anderen CF senk- ^"^^--\>_ ^^>^ 

recht auf BP^ so ist jedes dieser ^ ^ 

l>eiden Perpendikel kleiner als PQ und damit kleiner als B, also 
CE < B, CF < B, 

Hieraus folgt: wenn die dem Winkel B gegenüberliegende 
Seite b des sphärischen Dreiecks grösser als B sein soll, so darf 
der dritte Eckpunct A nicht zwischen E und F fallen, sondern 
muss eine der beiden durch A^ und A2 bezeichneten Lagen ha- 
ben, nämlich entweder zwischen F und B oder zwischen E und 
A" liegen. In beiden Fällen aber besitzt das sphärische Dreieck 
A^BC cder A^BC ausser dem spitzen Whikel B einen spitzen und 
einen stumpfen Winkel, nämlich entweder ist A^ stumpf und C 
spitz, oder A^ spitz und C stumpf. 

Betrachten wir ferner den zweiten Fall, dass B > 90®, und 
^^i alsdann QBR dieser Winkel. In diesem Falle ist wieder 
M = B, wenn BQ = BR = 90® gemacht wird; jetzt aber 
'^' OR das kleinste unter allen Perpendikeln, die man von 
^''gend einem Puncte des einen Schenkels des Winkels B auf den 
«öderen fällen kann. Zieht man daher CB senkrecht auf BQ, und 
^^ senkrecht auf BR, so ist 

CG > B und CB > B. 

^ nun jetzt b < B sein muss*), so darf der dritte Eckpunct 

<Jes Dreiecks nicht zwischen B und G fallen, sondern muss 

^'^^ der beiden durch A^' und A^' bezeichneten Lagen haben. 



^ *) Die Forderung, dass b die Grenze iSQ^ — ß nicht überschreiten 
***^» ändert nichts an der Betrachtung. 
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nämlich entweder zwischen B und D oder zwischen G und K 
liegen. In dem ersten Falle sind die Winkel C und ^j beide 
spitz, das Dreieck A^'ßC hat dann die Beschaffenheit der früheren 
Dreiecke ^j^C und A^^^^ ^^ besitzt nämlich einen stumpfen und 
2 spitze Winkel. Im zweiten Falle sind dagegen beide Winkel 
C und A^ stumpf, sodass das Dreieck dann drei stumpfe Win- 
kel hat. 

Aus diesen Betrachtungen geht nun hervor, dass der Modul 
des sphärischen Dreiecks nur dann kleiner als 1 ist, wenn das 
Dreieck entweder einen oder drei stumpfe Winkel hat. 

Es sei hiebei bemerkt, dass, wenn man das dem Dreieck 
ABC zugehörige Supplementardreieck mit A^B'C' und dessen Sei- 
ten mit a, b', c bezeichnet, sodass 

a' -^■= 180» - A, Ä = 180» - a, 

und folglich 

sin Ä sin a 



sin a sin A 

ist, der Modul des Supplementär - Dreiecks gerade dann kleiner 
als 1 ist, wenn| der des ursprunglichen Dreiecks grösser als 1 
ist, und umgekehrt. 

Kehren wir nun zu unserer früheren Betrachtung zurück, 
und nehmen wir an, es seien am u, am v und Ar, letzteres als 
ein echter Bruch, gegeben. 
Setzt man 

«m M = ö, am V = 6, 

so kennt man zwei Seiten eines sphärischen Dreieckes. Da aus- 
serdem 

sin ^ = Ar sin a, sin ^ = A: sin h 

ist, so kennt man auch die Sinus ihrer gegenüberliegenden Win- 
kel, kann aber die Winkel selbst noch beliebig als spitz oder als 
stumpf annehmen. Wir wollen annehmen, B sei ein spitzer Win- 
kel, dann muss nach den eben erhaltenen Besultaten einer der 
beiden Winkel, entweder A oder C stumpf sein. Ist nun amu 
<^ am V, also «< 6, so ist nur der letztere Fall möglich, Ist 
aber a ^ b gegeben, so kann man beide Fälle annehmen und 
erhalt dadurch eine Bestätigung des bekannten Satzes, dass man 
aus zwei Seiten und einem Winkel, der der kleineren Seite gegen- 
über liegt, zwei sphärische Dreiecke ronstruiren kann, die die ge- 
gebenen Stücke besitzen. 
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Bildet man diese beiden Dreiecke (Fig. 6), ii 
dem einen Schenkel des gegebenen Winkels 
B, BC = a = am u und dann CA = CA^ = 
b = am V macht, so folgt aus dem Früheren, 
weil nun der Winkel A^CB spitz, der Winkel 
ACB aber stumpf ist, und beide sich zu 180^ 
ergänzen^ dass A^B =z $ = am {u — v) und 
AB = ö = am [u + v) sein muss. Hierin ist nur 
Mittel enthalten, die Amplitude der Summe und Di 
Irisch zu construiren. 

§31. 

Man kann das Resultat des voriger^ § auch 
Weise aussprechen und daraus noch einige Folgei 
Besteht zwischen den Amplituden a, h und die * 

(4) F{a) + F{h) = F (<y), 

SP lassen sich a, b und als die Seiten eines sph 
ecks ansehen, bei welchem der zwischen a und b c 
Winkel stumpf ist. (Fig. 7.) 

Nimmt man nun eine vierte Amplitude 
ö' so an, dass ^ 

(5) . . F{b) + F[ö) = F[&) ^ 

ist, so sind auch fr, <T, a' die Seiten eines 
sphärischen Dreiecks, welches die Seilen b 
und d mit dem vorigen gemeinsam hat und 
zwischen diesen Seiten einen stumpfen Winkel 
besitzt; man wird also dieses Dreieck erhal- 
ten, wenn man AC' = b macht, und dann 
wird BCf = ö' sein. Addirt man aber die 
beiden Gleichungen (5) und (4), so folgt c 

F{a) + 2 F[b) = F[o') ^ 

ufid da nun i^ (a) = m und F [b] =: v ist, ^ 
so folgt 

BC z= a" — am {u + 2v), 

Setzt man ferner 

F{b) + F{0) = F[a% 
so ist 

<y" == BA\ 
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wenn man wieder ÄC =^ h macht, und man erhält ebenso me 
vorhin 

BÄ = a" = am {u + 3v). 

Fährt man in dieser Weise fort, indem man 

A'C' = 6-'^' r.= y'C'" = b 

macht, so erhält man, wenn 

BC = am u, AC = am v 
gesetzt wird, 

BA = am (u + v) 

BC = öw (m + 2t?) 
BÄ = am [u + Sv) 
BC = «m (m + ^v) 
BÄ' = öl» (w 4- 5t?) 
u. s. w. 
Macht man nun endlich u =^ v, also auch a = 6 und 

BC = AC r - am u, 
so ist 

BA =r am 2t/, BC = am ^u, BÄ = am 4u, BC = am hu, 
BÄ' = am 6t/, u. s. w. 

§ 32. 

Aus den vorstehenden Betrachtungen ist ersichtlich, dass 
zwischen den elliptischen Functionen und der sphärischen Tri- 
gonometrie ein inniger Zusammenhang besteht. Man wird daher 
die Formeln der einen Disciplin aus denen der anderen herleiten 
können. Um dies an einigen Beispielen zu zeigen, wollen wir 
die Gaussischen Formeln der sphärischen Trigonometrie aus un- 
seren Formeln für die elliptischen Functionen und zweitens das 
Additionstheorem der elliptischen Functionen aus der sphärischen 
Trigonometrie ableiten. 

Zu den Gaussischen Formeln werden uns die Formeln 25) 
bis 28) des § 29 fuhren. Um das doppelte Zeichen bequem 
beibehalten zu können und dadurch zu gleicher Zeit zwei der 
Gaussischen Formeln zu erhalten, wollen wir mit € eine Grösse 
bezeichnen, die nur einen der beiden Werthe + 1 oder — - 1 ha- 
ben soll, sodass stets 

a^ = + 1 
ist. Dann lassen sich die Formeln 27) und 28) so schreiben: 
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'^ I ^^\ /^ ^A\ Ar* sin* (ö — 8Ä) 

^ ' ' ^ ^ 1 — ^Är*8iu*asin*ö 

Daraus folgt durch Division 

\ + bJ$ _ (1 + sJ$)^ ___ ( Ja+Ldb y 
i — sJ$ Jfc*8in*d k^sin^{a — sbf 

Ebenso ergiebt sich aus 25) und 26) durch Division 

l + ^cosö (r+£cosö)* (cosa-j-scos^)* 

l^«cosd 8in*d sin^r^A — 8 8iii6z/ö)** 

'niUiin, wenn man die beiden letzten Formeln dividirt und die 
^Viirzel auszieht 

/^N Jl + sJ$ (Ja-^-sJö) (ain ajb ~~ s Bin b J a) 

' ' i-f-scosd Bin {a — sb) {eoBa-^-B cos b) 

'Jeher das der Wurzel zu ertheilende Zeichen ist zu bemerken, 
^«^ss die eben aufgestellte Formel richtig ist, wenn sich ergeben 
^"^^ird, dass der rechte und linke Theil dieser Gleichung beide 
Sldches Zeichen haben. Sollte sich dagegen herausstellen, dass 
^^r eine Theil das entgegengesetzte Zeichen des andern hat, so 
^^^^üsste man einem von beiden noch ein Minuszeichen vorsetzen. 
-K^tihrt man nun die im rechten Theile angedeuteten Multiplicatio- 
^■^«n aus, indem man bemerkt, dass 

cos €b = cos 6, sin eb = e sin b, 

sin {a — €b) = sin a cos 6 — £ /sin b cos a 
^st, so erhält man 

, ^ + sJ$ JaJbsina — dadb sin b-^s sin aJ^b — 8 Binbd^a 

■■■ ^«oosö cosacoBbBina — co8acos6sin6 — f 8inÄ cos* «4**8111 «co3*6 

I-^st man nun ^a, ^b, cos^ a, cos^ b auf, sodass 

,.j ^ s^$ JaJb (sin a — sin 6) -j- £ sin a (1— A'* 8in*6) — e sin 6 ( 1 — Är*sin*Ä) 

* +€CO80 cosacos6(8ina — sinft)— fisin6(^l — 8in*«)4-«8in«(^i— 8in*6) 

^'ird, so sieht man, dass sich der Bruch durch sin a — sin 6 
■^cben lässt, wodurch man erhält 

1-^8^$ JaJb -^ s-\' s k* sing Binb 

1 + € COS $ COS a cos 6 4- « 4- e sin fl sin b 

Oder 

1 +8d$ 1 + g Jadb + Ar* sin a sin b 

l-f"«co8$ 14"«<'<^s«co3^4'8inösinÄ 
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Diese Formel kann man nun leicht in eine der ^härischen Tri- 
gonometrie umwandeln; denn setzt man 

$ = c 
sin ^ = A: sin a, sin B =rz k sin b, ün C z= k sin ö, 
so ist, weil $ = am (u — v) ist, C ein spitzer Winkel, folglich 

^$ = cos C. 
Dann aber muss einer der beiden Winkel A und B spitz, und 
der andere stumpf sein , man muss daher 

cos A co% B = — ^a /db 
setzen und erhält dann 

l + B cos C 1 — B COS A cos B + sin A sin B 

1 + * cos c t + * cos a cos b -{- dina sin b 

1 — g (cos A cos B — g sin ^ sin B) 

1 + € (cos a cos 6 -f- € sin n sin b) 

1 — ccos(^ + ei?) 

1 -j- « cos {a — Bb) 

Da diese Formel zeigt, dass beide Theile der Gleichung positiv 
sind , so ergiebt sich , dass wir früher bei der Wurzelausziebung 
das richtige Zeichen gewählt haben. Vorstehende Gleichung ent- 
hält nun wirklich zwei der Gaussischen Formeln, denn setzt man 
« = + 1 , so verwandelt sie sich in 

cos^C sin {{A + B) 

cos \c cos ^ (fl — b) ' 

und für «= — 1 in 

sin 4 (7 cos4(^--.g) 

sin 4 c sm\{a'\-b) 

Die beiden anderen Gaussischen Formeln wird man auf ähn- 
liche Art erhalten, wenn man statt der Gleichung (6) die ent- 
sprechende für ^ "*"^^ . herstellt, indem man den Ausdruck 

1 — £ COS 7 

\ + B COS $ . sin* $ „ 

-. — ^ m -p-. ^ umformt. 

1 — BCOaV (1 S COB $)* 

Um zweitens das Additionstheorem der elliptischen Functio- 
nen aus der sphärischen Trigonometrie herzuleiten, betrachten 
wir in einem sphärischen Dreiecke eine Seite c und den ihr 
gegenüberliegenden Winkel C als ronstant, während die übrigen 
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Stucke sich verändern mögen. (Fig. 8.) Wii 
etwa, dass sich die Seite AB zwi- 
schen den Schenkeln des unver- 
änderlichen Winkels C so bewege, 
dass wenn sie in die Lage A'B' 
übergegangen ist, ÄS=^ÄB sei 
Alsdann ist auch der Modul des sphärischen 1 

, sin C 

k = — • 

sin c 

eine constante Grösse. Den Winkel C nehmei 
mel für die Addition zu erhalten, stumpf an, 
B entweder beide spitz oder beide stumpf, 
cos B von gleichem Zeichen. Unter diesen V 
düferentiiren wir die Grundformel der spharis 
(7) . . cos c = cos ö cos 6 + sin a sin 
ToUständig nach a und b und erhalten 

o = ( — sin a cos b -|- cos a sin b 
+ (— cos ö sin 6 + sin a cos b 
Nnn ist aber 

sin a cos 6 — cos a sin 6 cos C = $ 
cos a sin b — sin a cos b cos C = i 
folglich 

= — sin c cos B da — sin c c 

und da entweder cos Bz=zJb und cos Ä = Ja, 
und cos ^ =^ — /la ist, 

= Jb da + Ja db 
oder 
/o\ da , db 

(8) J-a+ Ji^"- 

Wenn also zwischen den Variablen a und 
chung (7) besteht, so besteht zwischen ihnen 
tialgleichung (8), jene ist also eine Integralgleic 
tere enthält die Constante k, die endliche Gh 
die Constanten c und C, da aber vermöge de 

sin C = Ä: sin c 
C eine Function von k und c ist, so enthäl 
eine Constante mehr, als lie DifTerentialgle 
demnach die vollständige Integralgleichung vo 
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Neunter Abschnitt. 
Das Additionstheorem für die zweite und dritte Gattung. 



§33. 

Wir stellen uns nun die Aufgabe, die Summe zweier ellipti- 
schen Integrale der zweiten Gattung zu finden, wenn zwischen 
ihren Amplituden die in den vorigen §§ behandelte Relation 
stattfindet. 

Es seien also 9, ^ und a drei solche Amplituden, dass zwi- 
schen ihnen folgende Gleichungen bestehen 



(1) 



F{^) + ^W = F[i5) 

cos <y =: cos 9 cos ^ — sin 9 sin ^ z^tf 



von welchen die beiden ersten vollständige Integralgleichungen 
der letzteren mit der willkürlichen Constante a sind; es entsteht 
dann die Aufgabe, die Summe ü der Integrale 

(2) E, {q>) + E, it) = ü 

zu finden. Hier ist U ein Integral von einer Function vorf (p 
und ^, da aber vermöge der vorhergehenden Gleichungen (1) ^ 
eine Function von q) und der willkürlichen Constante ö hi, so 
ist ü ein Integral von einer einzigen Variablen, eine Quadratur; 
ü ist daher ein integrabler Ausdruck und es fragt sich nur, ob 
das Integral auf einen algebraischen Ausdruck, einen Logarithmus 
oder Kreisbogen fuhrt, oder ob es höherer Natur ist. Es wird 
sich zeigen, dass das erstere der Fall ist. 

Der Weg, ^ als Function von <p in ü wirklich (einzuführen, 
w ürde ein sehr weitläufiger sein ; wir kommen kürzer zum Ziele, 
wenn wir U als Function der beidea Variablen <p und ^ behan- 
deln und du als ein vollständiges Dilierential herzustellen suchen, 
was nach den eben angestellten Betrachtungen gelingen niuss. 
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ter Gattung finden. Setzt man nämlich unter A 
Legendrellhen Form (vgl. § 19) 

2»o ist, weil ^ eine Function von 9 ist, ^ ein 1 
allein, also muss sich du, durch 9 und ^ ausgedi 
integrablen Ausdruck uniformen lassen. Man hat 

dU = ^ + ^ 

(l + n sin* q>) Jq) (1 + " ^'^^^ '^) ^ 

aber wegen (1) ist 

(4) ^ ^ 

folglich 

(5) , dU z= n(siii«'» — sin'y) 

Nun folgt aus der Gleichung (3) durch Differ 
tf als constant zu betrachten ist, 

jd<p dq> + dtl) dilf = k^ sin ö d (sin q) si 
oder mit nochmaliger Benutzung der Gleichung (4 

F sin a d (sin (p sin ^) = — ^^^ — ^ i 

= k^ (sin^ ^ — 

Dies n\|n in (5) substituirt giebt 

,|.j. 71 sin a «/«(sin 9 sin tp) 

i -|- n (8in2qp+ »iß*'^) + «* sin^qp «in^i 

oder wenn man 

üii^g) + sin^^ = p, sin 9 sin ^ = 
setzt, 

l + wp -|- »i«gr* 

Mid es bleibt jetzt nur noch übrig, p durch q 
Mes geschieht vermittelst der zweiten der Gleichuii 
lus derselben folgt 
cos ö + qjdo)'^ = cos^ (p cos^ ^ = (1 — sin^ (p 

folglich erhält man 



*) Legendre. Exercices du calciil inteofral. I. p.io 
3es Fonctions elliptiques. I. pag. 74. 
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E, [q>) + E, (^) - E, [a) = i±f? fcos a - cos (9 + *)) 

= —$ — - (cos <y — cos 9 cos ^ + sin 9) sin ^). 

Wegen der Gleichungen (1) ist aber 

cos <y — cos 9 cos ^ = — sin q> sin ^-^(J, 
folglich erhält man 
(3) E, {g>) + E, W - E, (6) = ^^^'? sin tp sin * 

= Ar^ sin (p sin ^ sin ö. 
In dieser Gleichung besteht das Additionstheorem für die 
zweite Gattung; man könnte darin noch sin ö nach (22) § 27 
durch q> und ^ aus<lrficken , wodurch der Ausdruck rechts von 
(p und if allein abhängig wird. Es ist zu bemerken, dass diese 
Gleichung wieder nur in Verbindung mit den Gleichungen (1) 
einen Sinn hat, indem sie nur dann gilt, wenn die Amplituden 
9) ^, Jenen Gleichungen genügen. Sie wird aber zu einer 
selbständig dastehenden Gleichung, wenn man die elliptischen 
Functionen einfuhrt. Denn setzt man wie früher 

. <p = «m w, tp = am v, so ist = am {u + v), 

E^ i<p) = E {u); ^E^ (1^) = E [v), E^ [a) = ^ (m + r), 
also 

E [u + v]-- E [u) + E [v) — F sin am u sin am v sin am [u + r). 

Damit ist die Function E von der Summe {u + v) durch die 
Functionen der einzelnen Argumente und durch einfache ellipti- 
sche Functionen ausgedrückt. Einen speciellen Fall dieses Satzes, 
nämlich den Werth von E{K — u) haben wir schon § 22 durch 
directc Behandlung des Integrals abgeleitet. Derselbe Ausdruck 

E {K—u) := E ^E (u) + Ar2 sin am u sin am (IC — u) 

r, rt • f 9 • COS am u 

= E — Eu + k' sm am u — ; 

d am u 

folgt nun auch durch Einsetzung der speciellen Werthe. 

§34. 

In ähnlicher Weise, wie eben unter Zugrundelegung der Glei- 
chungen (1) die Summe zweier Integrale zweiter Gattung gefun- 
den worden ist, kann man auch die Summe zweier Integrale drit- 
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ter Gattung finden. Setzt man nämlich unter A 
Legendrelllien Form (vgl. § 19) 

n, (<)p, «) + n, it. n) = U, 
so ist, weil ^ eine Function von 9 ist, ü ein 1 
allein, also muss sich dU, durch (p und ^ ausgedi 
integrablen Ausdruck umformen lassen. Man hat 

dU = "^ + ^— 

(l + 1 sin* 9) -^9 (l + w 3in*i/>) z 

aber wegen (1) ist 

(4) dij^ _ _ d^ 

^^^ J^ J(p' 

folglich 

(5) . , dU = «(sin«'» — sin« y) 

' ' ' I -f- w (sin'qp + sin^'V^) + n*sin*qp sin^i 

Nun folgt aus der Gleichung (3) durch Differ 
tf als constant zu betrachten ist, 

^<p d<p + z^^ diff = k^ sin O d (sin q) si 
oder mit nochmahger Benutzung der Gleichung (4^ 

Ar'^ sin d (sin q) sin ^) = — ^-^ — - c 

= k'^ (sin^ ^ — 

Dies n\jn in (5) substituirt giebt 

^jj n sin a dM^&'m q> sin tp) 

l 4" w (sin2 9+8in*'V^) + w* sin*9 Äin«i 

oder wenn man 

sin^g) + sin^^ = p, sin 9 sin ^ = 

setzt, 

jrr n sin a dg 

du = Y-7- , \ , , 

l + nj9 + n*g* 

und es bleibt jetzt nur noch übrig, p durch q 
Dies geschieht vermittelst der zweiten der Gleichuii 
Eins derselben folgt 
[cos ö + q^öj^ = cos^ (p cos'^ ^ = (1 — sin^ q) 

rolglich erhält man 



*) Legendre. Exercices du calciil integral. I. pip 
3es Functions elliptiques. I. pag. 74. 
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p = 1 + ^^ — (cos ö + q^tsy^ 

= sin2<y — 2 ros<y^^ q + k^ sin'<y 5'*,1^ 
und dann 

(/CT -^ * 



1 + n sin* a — 2n cos üJüq + «(«+*• sin« ff) ^* 
oder wenn man der Kürze wegen 
, fn sin a z= M, n cos a^ö = i? 

'^^ \l + w sin^ a = ^, w (w + ^2 si„2 <,)=„(« + ! —/P6)^C 

setzt, 

Ji7= ^^"^^ 

Iliedurch ist nun du als ein Differential von einer einzigen 
Variablen q dargestellt, und man erhält alsdann 

77j (9, n) + 77, (^, n) ^jdU + Const. 

Zur Bestimmung der Constanten hat man die Bedingung zu be- 
nutzen, dass für 9) = 0, ^ = 0, also q := werde; dann ist 



folglich 



77, (er, n) =Jo 



dU + Const. 



77, ((jp, «) + 77, (^, «) — 77, (er, n) =/^^- 

Nun schreibt sich • 

,„ CMd q CM . fify 



demnach erhält man durch unbestimmte Integration 

;; — arc tg ..JL 

und dann, wenn man der Kurze wegen I dU = ü^ setzt, 

TT ^ r 4 Cq — B . , B 1 

ü. = -^ arc tg ,, ^ + arc tg ,. \, 

^ Väc^b^ L Vac—b^ ^ Vac -B*j 

und wenn man endlich die beiden Arcus Tangens nach der 
Formel 

arc tg ar + arc lg y = arc tg ^_^ 
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Tereinigt, 

Substituirl man nun hierin die Werthe von M, 

so erhält man zunächst 

AC— B^ = n(l + n — /fiö) (1 + n sin^ a) - 
= n [1 + n — A^a + n [\ + n) sii 
= n (1 + w) (1 — ^a + n sin2 a) 
= n (1 + «) [k^ + w) sin^ (T, 

also wenn man der Kürze \iegen 

(l + n)(A:« + n) ^ ^ 
n 

setzt, 

}/AC — B'^ = n j/ci sin 6, 
und daher 

77i {(p, n) + 77, (>, n) - 77, (cJ, «) : 
^ «« # ^y fo sin y sin -^ sin ff 

— TT^r arc Iff .; ; ^—z ; ; 

y fQ ^ l+n8in*ff — n sin qp am '^ cos 

Für den Fall, dass -der Parameter n negativ 
kleiner als k^ ist, auf welchen Fall, wie § 20 ( 
die Jacobi'sche Normalform der dritten Gattui 
der vorige Ausdruck imaginär und verwandelt si 
garithmus. Setzt man für diesen Fall 

n = — A:^ sin^ a, 
so wird 

(1 + n) (Ar* + n ) _ , cos a 



n = f 



demnach erhält man 

jj tgeg . — ik^ sin a cos a Ja sin qp s 

* 1 da ^ 1 — k* sin» ff sin» a-^-k^ sin» a sin q. 

und wenn man die "Formel 

j arc tg iz = :i log |±| 



anwendet, 

TL = 1 

und 



u, = i^Hff 
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1 — Ar* sin* 6 sin* a — Ar* si n a sin y sin '0 (sin c cos a Ja — »in atcosg Jj 
a sin q) sin ^ (sin c cos aJcc -f- sin 
sin ff cos a z/a — sin a cos <r i:/^ 



ff- 

1 — Ar* sin*(F sin* a -|- Ar* sin a sin qp sin^ (sin« costt^a-j-Bino: costf Ja 



1— A:^ sin a sin 9 sin ^ 



1 — Ar* sin* ff sin* a 



^ , , 9 . . . , sm (T cos a da 4- sm a cos <r z/0 

1 +Ar'^ sin or sm » sin ^ 5 — ,, . ' — r-i 

' ^ ^ 1 — Ar* sin* ff sm* a 

Dieser Ausdruck kann nun aucli unmittelbar in elliptischen 

Functionen ausgedrückt werden. Nach S. 72 hat man nämlich, 

wenn 

q> z= am u, n = — k^ sin^ a = — A:^ sin^ am a 

gesetzt wird, 

•77, {fp, n)-^u + ^^^ 77 (ti, a). 

Nun ist aber, wenn ausserdem tp = sin am v gesetzt wird, (1 = 
am [u + v), man erhält also sofort 

77 (m, ö) + 77 (v. «) - 77 [u + t;, «) = ^ log ^. 
In dem Ausdrucke für H aber wird den Formeln (25) S. 112 

gemäss 

sin tf cos tt i:/a X sin tt cos (F z/(F _. / , — - » 

1 — Ar* sin* ff sm* a \ • i /» 

und daher 

„ 1 — Ar*8in«»i« sin a;«M sinflwiüsinflj» (w+^~"*f) 

l'^k'^ Bin am a sin am u 8111 am V sin am {u'\^V'\^a) 

Ueberblicken wir die in diesem und den vorigen §§ gewon- 
nenen Resultate noch einmal, so hat sich ergeben, dass in Folge 
der Relation 

• cos <y = cos 9 cos ^ — sin 9? sin ^ ^0 

der Ausdruck. 

F{ip) + F(t) - F(ö) 

gleich Null wird. In Folge derselben Relation wird dann der 
entsprechende Ausdruck für die Integrale der zweiten Gattung 

einem algebraischen Ausdrucke, und der für die Integrale der 
dritten Gattung 

77, (9, n) + 77, (^, n) - U, {ö, n) 
einem Logarithmus oder Arcus Tangens gleich. 
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Zehnter Abschnitt 

Integration der elliptischen Differentialgleichung in 
. algebraischer Form. 



§35. 

Wir iiabeii bisher das Additioiistheorem und aUe daraus 
ft Messenden Formeln in trigonometrischer Form gegeben, indem 
^^^ir von der Normalform der elliptischen Integrale ausgingen. 
^^%^ir wollen nun die Integration der elliptischen Differentialglei- 
'^liung auch in algebraischer Form vornehmen. 

Lagrange*s Methode.*) 
Bezeichnet man mit (px eine ganze Function des vierten Gra- 
wes, nämlich setzt man 

(px = A + Bx + Cx^ + Dx^ + Ex\ 
:^f) kann man die elliptische Differentialgleichung schreiben 
dx . J,y_ ___ ^ 
Vtpx Vfpy 

Integrirt man dieselbe zuerst gUedweise und ffdnl als willkür- 
liche Constante c denjenigen Werth von y ein, welcher dem Werthe 
<r = entspricht, so erhalt man 

X y c 

y Ux , / j?y_ _ rdc 
y^ J y^ J y(pc 



Um nun die Differentialgleichung anders zu integriren und da- 
f]urch die algebraische Relation zwischen x, y, c zu ßnden, sieht 
Lagrange ir und y als Functionen einer neuen Variablen t an, 
indem er setzt 

f- = V^^ 

woraus sich 

t = -y^ 

*) Lagrange. Theorie des fonctions §79. Richelot. Ueber die 
Integration eines merkwürdigen Systems Differential gleichungen. Crelle's 
Journ. Bd. 23. 
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ergiebt. Durch Quadrirung und nochmalige Differentiation nach 
/ folgt daraus 

indem mit tpx der Düferentialquotient der Function tp nach x 
bezeichnet mrd. Lagrange setzt ferner 



dann ist 




X + 


y = 


= P. 


.V — y = q, 








d*p 

dt* 


= i(V 


'« + 9'y)- 


und 














dp 
dt 


= >/9^ 


X — 


/W. 


g =. y,p. 


folglich 


auch 











dp da 

Nun bildet Lagrange, um ein vollständiges Differential herzustel- 
len, den Ausdruck 

d^P dp dq^ 

^ dt* dt' dt* 
welcher, durch x und y ausgedrückt, 

^ S ~ ^* J = 'i (^ ~ y) ^^'"^ + ^'^^ "" (^^ - W) -= ^ 

ergiebt, und den wir der Kurze wegen mit X bezeichnen wollen. 
Diesen Ausdruck entwickelt nun Lagrange durch Rechnung, in- 
dem er X und y durch p und q ersetzt und zeigt, dass er sich 
durch q^, d. h. durch [x — y)^ ohne Rest theilen lässt. Man 
kann dies aber auch ohne Rechnung einsehen. X ist nämlich 
eine alternirende Function von x und y, d. h. eine Function, 
welche den entgegengesetzten Werth annimmt, wenn man x und 
y mit einander vertauscht. Eine alternirende Function aber, wenn 
sie zugleich eine ganze Function ist, lässt sich immer durch x—y 
ohne Rest theilen. Dass dies mit <lem Ausdruck X der Fall ist, 
sieht man ausserdem auch ein, wenn man bedenkt, dass fpx — <py 
aus einem Aggregat von Differenzen gleichnamiger Potenzen von 
X und y besteht, und solche Differenzen stets durch x — y theil- 
bar sind. Hienach ist also X einmal durch x'—y theübar. Dif- 
ferentiirt man nun X zweimal hintereinander partiell nach x, so 
erhält man 
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— = ^{x — y) tp'x + 4 [fpx + tpy) - fpx 
= i (^ — y) 9'^ — i (9>'-^ — 9 V) 

und diese Ausdrücke zeigen, dass auch ^ und -^-j- durch x— y 

^iieilbar sind. Daraus folgt aber, dass X selbst durch (x — y)^ 
^heilbar sein muss. Da nun X eine ganze Function vom vierten 
Grade ist, so muss es die Form 

X= {x- y)3 (a + /Sx + yy) 

'jahen, wo a, /3, y zu bestimmende Constanten sind. Aber X ist 
c*n€ alternirende Function, also muss a + ßx + yy eine sym- 

nie irische Function von x und y sein, demnach hat man zunächst 

ß = y, und 

jr== (a:-y)3(a + ^ (o: + y)); 

<J^rin ist aber ersichtlich, dass ß der Coefücient von x^, und a 
^^^r Coefücient von x^ in dem Ausdrucke für X ist. Da nun 

(p'x = B + 2Cx + SDx^ + 4Ea^ 
^^t., so ergiebt sich leicht der Coefflcient von x* 

ß = 2E — E = E, 
^Hd der Coeflicient von x^ 

^nd man erhält 

X= {x-^yf{E[x + y) + \ D) 
^^^d folglich 

d^p dp dq 

l^ieser Ausdruck wird nun sofort integrabel, wenn man ihn im 
Wähler und Nenner mit q, und ausserdem die ganze Gleichung mit 

^-^ multipticirt. Denn dadurch kommt 



dt 

^^ dt di^ ^^ dt \dt) 



= 2Ep'-^ + d'^ 



q^ — "^^ dt ^ ^ dt' 

Vind da man jetzt zur Linken das vollständige Differential von 
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\^^/ stehen hat, so folgt, wenn mit m <lie Integralionscoastaote 



9"- 
bezeichnet wird, 


{f-\' 


(1) . . • . . 


\^J = Ep-' + Dp + m. 



Hiemit ist die Integration voUhracht, und da man für alle in die- 
ser Gleichung vorkoinmenden Grössen endliche Ausdrücke durch 
X und y hat, so erhält man, wenn man diese substituirt, die voll- 
ständige Integralgleichung in folgender Form: 

(2) • • (^^^E7^y=^(^ + y)^+i>(x + y) +«. 

Um die willkürliche Constaute m durch c auszudrücken, setze 
man darin a? = o und y ^= c, dann geht j/tpx in j/J über und 
man erhält 



m = ( '-^ Llt^ ) •— Ec^ — De 

und dadurch 



Um nun zuerst zu zeigen, dass unsere früheren trigonome- 
trischen Formen mit dieser algebraischen Gleichung aufs genaueste 
zusammenhängen, wollen wir statt des allgemeinen elliptischen 

7/= die algebraische Normalform 



fr 



dx 



desselben betrachten, auf welche sich jenes, wie wir ausführlich 

gezeigt haben, immer zurückführen lässt. Wir wollen also setzen 

q)x = (1 - x^) (1 — ^2 0^2) = 1 - (1 + ;t2j ^2 .|. p 3.4^ 

wodurch 

^ := 1, 2> = 0, ^ = F 

wird. Setzt man alsdann 

Vj? /% _ 

Vtpx ' J Vtpy 



ß 
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> ist lTy=r = u + V, und unter der Annahme de 





orm von g>x 

X = sin am M = sin a; y = sin am v = s 
c == sin am {u + v) = sin a. 
erner 

1 — a:^ = cos^ a, 1 — k'^ x^ = ^2 ^^ 
!so 
^x = cos* a ^ a, q)y = cos* b ^ b, q>c = cos? 

ßtzt man alles dieses ein, so nimmt die Gleichung 
)nometrische Form an und geht in folgende über: 

(cosada — coB bdb\'^ »9 / • . 
; 7-7 I — k^ (sin a + sm 
sin« — sino / ^ ' 

— r-z I — k^ sm^ <y, 

8in0 J 

eiche sich auch aus den früheren Formeln lierslelb 
Ausser der Gleichung (2) kann man noch ein V 
jr letzteren äquivalente, Integralgleichungen finden, 
ebt sich nämlich 

^ = q VEp^ + Dp + m, 

id da 

dp dg 

äiät = f"'-'^y 

dq (px — (py 

'dt ~ qJ/Ep^+Dp^' 

jn war aber auch 

^ = l/g)'x + y^y, 
10 erhält man 

s (2) zieht man 

V^^ — Vw = ^ y^p* + 2>p + m, 
Lhin ist auch 

2i/wx = y-^-yy + ynA7^+ /)£_ + m, 

^ qVEi^+Dp + m 
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zwei Gleichungen, die durch Quadrirung sogleich rational in x 
und y werden. ^ 



Euler's Methode. 

§ 36. 

Euler*) schlug den entgegengesetzten Weg ein, indem 'er 
von einer endlichen Gleichung ausging und aus derselben durch 
Differentiation unsere Differentialgleichung ableitete, der Art, dass 
sie eine Constante weniger enthielt, als die endliche Gleichung, 
sodass diese die vollständige Integralgleichung von jener war. 

Euler ging von einer allgemeinen Gleichung zwischen x und 
y aus, die für keine der beiden Variabein den zweiten Grad über- 
steigt. Eine solche lässt sich in zwei Formen schreiben; sowohl 

a + ßx + yx'^ + y («j + ß^x + y^x^) 

+ y^ («2 + ßv^ + ^2 ^) = 0' 
als auch 

[a + a,y + a^y^) +x(ß + ß,yJt ß^^) 

+ ^'^ [y + rxv + ^2^^) = ö, 

oder wenn man 

a + ßx +yx'^ '— X a + «jy + a^y^ = Y 
«1 + A^ + yi^' -- ^1 ß + ßxV + ßiy'^^Yx 

^2 + ßi^ + n^'^ ^= ^2 y + Yxv + Y^y^ = ^2 

setzt, auch 

(6) ^ + ^2^1 + y2^2 = ^^ oder Y + xY^ + x^Y^ = o. 
Dilferentiirt man diese Gleichung vollständig nach x und y, so 
erhält man 

(Fl + 2xY^) dx + (Zj + 2yX^) dy = o. 



(4) 



(5) 



oder 



dx 



du 






Durch Auflösung der Gleichungen (6) aber erhält man 

(7) (X, + 2yX,)^ = X^^ - iXX^i (r, + 2a;Fj)2=: r,2- 4TT,. 



*) Euler. Institntiones calculi integral is. I. Sect.2. Cap.6. Moigno 
Lei?, de calcul diff. et int. II. 192. 
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folglich 

Dadurch hat die Differentialgleichung schon in so 
minschte Form, als die Differentiale dx und dy 
[lurch die Wurzeln aus ganzen Functionen des viertel 
3c und y. Allein bei der elliptischen l)iff<'rentialgl( 
ütiese Functionen in beiden Gliedern dieselben. Um 
denen Differentialgleichung diese Form zu geben, d; 
die Coefficienten a, /3, y, a^ u. s. w. so wählen, das: 
selben Functionen von x werden, wie die Y Func 
sind. Nun unterscheiden sich die X von den Y « 
durch, dass die zur Diagonale symmetrisch lieg<»nde 
ten mit einander vertauscht sind. Setzt man daher 
eher Coefficienten einander gleich, so erreicht man d 
Man setze daher 

a = a, ß = a^ = b, y = a^=zc, ßi = d, y^ = ß.^-. 
dann wird 

^ = a + 6a; + cx'^ Y = a -\- by + cy^ 
X^ = b + dx + ex^ Y^=:b + dy + ey' 
X^ = c + ex +fx'' Y^ = c + ey + fy^ 

und die Differentialgleichung (8) geht in die elliptisc 
tialgleichung über. Die ursprüngliche Gleichung (\ 
dann symmetrisch und erhält die Form 

(9) a -|-6(a:+y) + c(a;2 + y2j J^dxy -^exy [x -\' y^ 

Diese Gleichung ist nun * die Integralgleichung der 
gleichung (8), und sie ist auch vollständig, denn sie ei 
stauten, während jene nur 5 enthält. Setzt man näi 
X^ — \XX^ = ^ + Rr + Cx'^ + Bx"^ + Ex^ 
so wird 

p = 6-2 — \ac\ B--=2bd — 4(ae + bc]\ 

(10) J C= <P +2be — ^(c^ + be + af) 
\D = 2rf^ — 4 [ce + bf] ; E = e^ — ^cf 

Sieht man nun die Differentialgleichung -8,, al 
Grössen A, B, C, u. s.w. als gegeben an, so ist es ni 
3IUS den vorstehenden 5 Gleichungen alle 6 (irossen a, 
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zu bestiiiiineii, sondern eine derselben bleibt nothwendig willkür- 
lich. Die Gleichung (9) ist daher die vollständige Integralglei- 
chung der DiiTerentialgleichung (8)» und zwischen den Constanten 
a, h, c, u. s. w. und A^ B, C, u. s. w. bestehen die 5 Bedingungs- 
gleichungen (10). 

Man kann nun auch von hier aus wieder auf die Gleichung 
(2) des vorigen § gelangen. Wir wollen dabei nur das obere 
Zeichen der Gleichung (8) berücksichtigen, indem das untere Zei- 
chen zu ganz ähnlichen Resultaten fuhrt. 

Unter dieser Voraussetzung erhält man aus (7) 

/^ = X^ + 2yX.^ /^ = ?i + 2a:F2, 
und daraus 

/^x — /^ = x^— r^ + 2yX^ — 2xY.^, 

und wenn man diesen Ausdruck entwickelt, 

y^cxr - }/^y = d{x — y) + e{x^ - y'^) + 2y (c + ^o; + ß^] 

— 2a: (c + ey + fy^ 

= (rf - 2c) [x -y) + e [x'^ - y^) + ^fxy [x-y]. 
mithin 

y^-Wy ^a__2c + e(x + y)+ 2fxy, 
X — y 

Erhebt man nun diese Gleichung ins Quadrat, so kommt 

^V^-y^ ^^ (rf — 2c)*^ +/ [x + yY + 4/^Vy2 

+ 2e [d— 2r) [x +y) + 4/* [d - 2c) xy + ^efxy [x + y). 
Wegen (9) ist aber 
4/'2a:V + WiJcy{x + y) + W^y = - Wi^^ + y^) - Wi^+y) 

Substituirt man dies, so erhält man 

( ^Zf^ =(^'-^^/') (^ + y)'+ l2e{d-2c)-W']i^+y) 

+ {d-2c)^- 4af, 

und wenn man die Ausdrücke (10) berücksichtigt, 

(y^^j:z.l^y= E{x + y? + /) (x + y) + [(rf - 2c)^ - Aaß 

Dies ist aber die Gleichung (2) des vorigen §, und der Ausdruck 
{d — 2c)^ — 4a f die willkürUche. Constante dieser Gleichung. 
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Elfter Abschnitt. 
Jacobi's geometrische Construction des Additioiistheoremes .*) 



§37. 

Wir gehen nun zu einigen geometrischen Betrachtungen über, 
die von Ja CO bi herrühren, zunächst noch mit (lemAdditionslheoreme 
zusammenhängen und eine Construction desselben liefern in ähn- 
licher Weise, wie die Construction Lagrange's mit Hülfe der 
sphärischen Trigonometrie (§ 30; die uns dann aber auch zur 

Berechnung der elüptischen Int(»graie füiiren werden. 

Es seien (Fig. 9) C und c die Mitteipuncte zweier Kreise, 

von denen der letztere ganz j,. ^ 

innerhalb des ersteren Hegt, und 

Ä und r ihre Radien, ferner 

* = Cc der Abstand der bei- 
den Mitteipuncte von einander. 

Die Verbindungslinie der beiden 

Mitteipuncte sei AB. Auf der 

I^eripherie des äusseren Kreises 

öelimen wir einen veränder- 

Kchen Punct F an, dessen Lage 

<Jurch den Winkel, den der veränderliche Radius CF mit dem 

festen Radius AC bildet, gegeben sei. Diesen Winkel bezeichnen 

^ir mit 2(p, also 

ACF = 2g?. 

Aus F lege man eine Tangente» an den inneren Kreis, nenne den 
»erührungspunct T und drücke die Länge der Geraden FT durch 
^' ^, r, * aus. Zieht man die Geraden Fe und TV, so ist 




^7^ = Fc^ - r2 und Fc"^ = R^ + S^ + 1RÖ cos 
^iso wenn man noch cos 2^ =^ 1 — 2 sin^ g> setzt. 



29?, 



*Uf 



*) Jacobi. Ueber die Anwendung der elliptischen Transcendenten 
^in Problem der Elementargeometrie. Crelle*s Jonrn. Bd. 3. 
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Ff^= [R + S)^ _ r« — 4<Jä sin' <p, 
Ff ^ /{R-fSy- r^ //(l- (^4)^_^ -sin^y)- 



Setzt man nun 

4dH 



SO wird 



= k^ 



FT = ]/{R + d)2 - r^ j/i - U^ sin29 

Druckt man den vor ^tp stehenden Factor durch k aus , so kann 
man auch schreiben 

(J) Ff= ^^ dq>. 

Um die geometrische Bedeutung dieses Factors einzusehen, darf 
man nur den Punct F so wählen, dass das zugehörige dq> den 
Werth 1 erhält. Man hat also 9? = o zu setzen, d. h. den 
Punct F mit dem Puncte A zusammenfallen zu lassen. Zieht 
man dann aus A eine Tangente an den kleinen Kreis und nennt 
t den ßeruhrungspunct, so ist, wie auch aus der Figur unmittel- 
bar erhellt. 



^VSR _ - 



also auch 

(2) FT=: At dtp. 

Diese Gleichung gilt, wo auch der Punct F auf der Peripherie 
des äusseren Kreises liegen mag. Bezeichnet nun F' den Punct, 
in welchem die Tangente FT den äusseren Kreis zum zweiten 
Male schneidet, und nennt man 29?' den Winkel zwischen dem 
Radius CF' und dem festen Radius CA, setzt also 

ACF' = 29>', 
so ist auch 

(3) 'Fr =At J(p\ 

Untersuchen Mir nun zuerst, wann der Modul k^ kleiner als 
1 ist. Damit dies eintritt, muss man haben 

4*Ä < (Ä + Sf — r2, r2 < (Ä - *)2. 

Liegt nun der Mittelpunct c des kleineren Kreises innerhalb des 



Fig. 9. 
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grosseren Kreises, so ist Ä > d also Ä — d positiv, und da- 
lier muss 

r < R — d 

sein, d. h. der kleinere Kreis muss ganz innerhalb des grösseren 
liegen und denselben nicht schneiden, wenn k'^ ein echter Bruch 
sein soll. [Anm. Läge der Mitlelpunct c ausserhalb des Kreises 
mit dem Mittelpuncte C, so wurde S — B positiv sein, und man 
'Würde dann r < d — B haben. Dann mässte also der Kreis 
c ganz ausserhalb des Kreises C liegen. Wir wollen hier nur 
den ersteren Fall verfolgen.] 

Um nun zuerst anzudeuten, 
worauf diese Betrachtungen hin- 
zielen, wollen wir zeigen, dass 
die beiden Winkel q) und (p, 
welche den Endpuncten F und F ' 
der Tangente FT zugehören, 
der elliptischen Differentialglei- 
chung genügen. Zu diesem 
Ende lassen wir den Winkel q) 
um einen beliebigen Winkel h 
Wachsen, und es sei (Fig. 9.) 

ACG = 2{q) + Ä), also FCG = 2h. 

Aus Q ziehen wir die Tangente GG' an den kleinen Kreis und 
bezeichnen den dadurch entstehenden Zuwachs des Winkels q>' 
durch h\ sodass 

JCG' = 2(9 + h) und F'CG' = 2h\ 

Die Winkel k und ä' sind beliebige endliche Winkel; mia'^- 




inerke aber, dass das Verhältniss derselben w, wenn beide ver- 
schwinden , dem Differentialverhältniss -% gleich wird , 'MffilRch 

»™ i = % (f«r * = ")• 

Bezeichnet L den Durchschnittspunct der Geraden FF' und 
^^, und zieht man die Sehnen FG und F'G\ so hat man zw^ei 
ähnliche Dreiecke FLG und G'LF\ mithin 



FG FL^ 

F'Cr G'L 

«irc!{e, eHipl. Fuiiclionfn. 



10 
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Nun ist aber 

FG = 2R sin ä, F'G' = 2Ä sin //. 
also 











h 

H 


sin h 






FG 
F'Cf 


=: 


sin k 
sin h' 


= 


h 
sin A' 


= 


FL 
(TL 



Lässt man nun h verschwinden, also GG' mit FF' zusammenfal- 
len, so ist 

,. sin h - 1. sin k' ^ x» h flq> ,„„ , . 

lim -p- = 1, hm —^ = 1, hm ^ = ^ ^fur ä = o), 

ferner fallen dann die Puncte L und 6^' resp. mit den PuncteD 
T und F' zusammen, man erhält also 

dtp Fl' 

d^ F'T' 

und wenn man darin die Werthc von FT und F'T aus (2) nnd 
(3) substituirt, 

rfqp Jcp 

dtp dcp 

oder 

.(4) :g-'-g = - 

Die Winkel q) und 9' genügen also wirklich der elliptisclien 
Differentialgleichung und zwar derjenigen für die Subtraction. Ehe 
wir nun weiter gehen und namentlich Integralgleichungen vor- 
stehender Differentialgleichung, d. h. endliche Beziehungen zwi- 
schen den Winkeln 9 und q> auf geometrischem Wege aufsuchen, 
wollen wir zuerst den Modul k^ naher betrachten und die znr 
folgenden Construction nothwendigen Aufgaben lösen. 

§38. 

Den grösseren Kreis mit dem Radius R, sowie den auf der 
Peripherie des ersteren hegenden Punct A, von weichem an (Ke 
Winkel (p und (p gezählt werden, nehmen wir als fest an, und 
man kann auch an die Vorstellung anknüpfen, dass der Ra- 
dius R als Längeneinheit angenommen werde, in welchem 
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JFalle die Bögen ÄF und AF' den Winkeln 2q) und 2fp gleich 
^^^erden. 

Wenn ausser dem grösseren Kreise auch noch der kleinere 
^Kreis gegeben ist, so ist damit auch der Modul k gegeben. Wenn 
^tber umgekehrt k gegeben ist, und dies ist bei der Differential- 
gleichung (4) in der That der Fall, so ist damit der kleinere 
Kreis noch nicht vollständig gegeben, denn da 



(6) ...... ^2 = 



\$R 



{H + dy—r^ 



ist, so kann man einer der beiden Grössen 8 und r, von wel- 
chen die Lage und Grösse des kleinen Kreises abhängt, sehr ver- 
schiedene Werthe zuertheilen und dann mittelst der vorigen 
Gleichung und dem gegebenen Werthe von k jedesmal den ent- 
sprechenden Werth der anderen Grösse berechnen. Zu einem 
und demselben Werthe des Moduls k gehört also ein ganzes Sy- 
stem von unendlich vielen inneren Kreisen, und es fragt sich, in 
Welcher geometrischen Beziehung alle diese Kreise zu einander 
stehen. 

Es soll nun nachgewiesen werden, dass alle diese Kreise, 
^'elche zu demselben Werthe des Moduls k gehören, dadurch cha- 
fakterisirt sind, dass sie mit dem äusseren Kreise eine gemein- 
schaftUche Linie der gleichen Tangenten haben. 

Es ist bekannt, dass der geometrische Ort für alle Puncte, 
die die Eigenschaft haben, dass die aus einem dieser Puncte an 
2Wei gegebene Kreise gelegten Tangenten einander gleich sind, 
eitle gerade Linie ist, welcher eben dieser Eigenschaft wegen 
Steiner den Namen der Linie der gleichen Tangenten gegeben 
^at. Diese Gerade steht senkrecht auf der Verbindungslinie der 
Mitlelpuncte der beiden Kreise. Schneiden sich die letzteren, so 
g<sht jene Gerade durch die beiden Durchschnittspuncte , liegen 
^ Kreise ganz ausser einander, so liegt sie zwischen beiden, und 
^cgt der eine Kreis ganz innerhalb des anderen, so liegt die Li- 
'We der gleichen Tangenten ausserhalb beider Kreise und zwar 
3uf derselben Seite, auf welcher der Mittelpunct des inneren 
greises von dem des äusseren aus gerechnet liegt. 

Um die Lage der Linie der gleichen Tangenten für zwei ge- 
fi^*^»eue Kreise zu finden, hat man hienaoh nur uöthig, einen Puncl 

10* 
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derselben zu beslinimen. Wir wollen denjenigen Punct P (Fig. 

10) zu bestimmen suchen, in welchem die Linie der gieicheii 

Tangenten die Verbindungs- 
linie JB der Mittelpimcte der 
beiden Kreise C und c schnei- 
det. Es sei PQ die Linie der 
gleichen Tangenten für die 
Kreise C und c. Legt man 
von P aus an die letzteren die 
Tangenten PS und Ps, so ist 
der Punct P aus der Bedin- 
gung, dass 

PS = Ps 
sei, zu bestimmen. Es ist 
aber 
PS'^ = CP^ - R\ Ps'^ = ci>2 _ ^2 

und 

cP = CP — d, 

also hat man zur Bestimmung der Entfernung CP des Punctes P 
vom Mittelpunct C die Gleichung 

C/>2 - ä2 ^ (CP - #)2 - r\ 





Fig. 10. 


9 


A 


1 ^\f^/^ Aß 


F 



aus welcher 



CP = 



und 



28 



AP— R ^ /?2 + ^2_^ _ (/? + ^ )«^r« 



folgt. Führt man aber hierin F mittelst der Gleichung (5) ein. 
so erhält man 

(6) 



AP-^^ 



Hieraus folgt, dass die Entfernung des Punctes P vom Punkte A 
nur von A:^ abhängig ist. Wie man also auch sonst die Grössen 
r und S , d. h. die Grösse und Lage des inneren Kreises, varii- 
ren mag, wenn nur der Modul k denselben Werth beibehält, so 
bleibt die Linie der gleichen Tangenten PQ unverändert dieselbe. 
Es gehört also in der That zu einem gegebenen Werthe des 
Moduls k eine Schaar von inneren Kreisen, welche alle mit dem 
äusseren Kreise die nämliche Linie der gleichen Tangenten be- 
sitzen; und zugleich folgt aus den oben aageführten Eigenscbaf- 
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ten der Linie der gleichen Tangenten, dass von diesen Kreisen 
jeder den folgenden ganz umschliesst, und keine zwei dieser Kreise 
einander schneiden. 

Die Formel (6) bietet anch ein leichtes Mittel, für einen ge- ' 
gebenen Werlli von k die zugehörige Linie der gleichen Tangen- 
ten zu construiren ; denn da man diese Gleichung als Proportion 
so schreiben kann 

AP : 2Ii ^ R : Rk\ 

so braucht man mir durch den Punct A eine beliebige Gerade 
zu ziehen und auf derselben AD =: R, AE == Rk'^ zu machen, 
dann EB, und DP parallel mit EB, zu ziehen; so ist P der 
Durchschnittspunct der Linie der gleichen Tangenten mit AB. 

Kennt man nun auf diese Weise die zu einem gegebenen 
Modul zugehörige Linie der gleichen Tangenten, so kann man 
nachstehende, für die Folge nothwendige, Aufgabe lösen: Aus 
der zu einem gegebenen Werthe von k gehörigen 
Schaar von Kreisen denjenigen Kreis zu finden, wel- 
cher eine gegebene Sehne des äusseren Kreises be- 
Führt. 

Es sei FF' die gegebene Sehne. Man construire zuerst die 
zu dem gegebenen Werthe von k gehörige Linie der gleichen 
Tangenten PQ, verlängere die gegebene Sehne FF\ bis sie die 
Gerade PQ in H schneidet. Aus H lege man eine Tangente HI 
^n den äusseren Kreis und mache auf der gegebenen Sehne HT 
== HI, Dann ist T der Beruhrungspunct, und wenn man in T 
^Uie Senkrechte auf FF' errichtet, welche die Gerade AB in c 
schneide, so ist c der Mittelpunct des gesuchten Kreises. 

§39. 

Die so eben erwähnte Aufgabe kann man auch auf eine an- 
dere Weise lösen, indem man dazu statt der Linie der gleichen 
Tangenten einen gewissen Punct benutzt, der auf folgende Weise 
cutsteht. Da die Linie der gleichen Tangenten immer auf der- 
jenigen Seite des Mittelpuncts C liegt, auf welcher sich auch der 
andere Mittelpunct c befindet, so kann dieser letztere Punct nicht 
^**f die andere Seite hinüber rucken, ohne dass sich die Lage 
"c^ Linie der gleichen Tangenten ändert, sondern er kann höch- 
®^®ns mit C zusammenfallen. Es ist also der kleinste Werth, 
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den der Abstand d annehmen kann. Da man nun die Gleichung 
(5) schreiben kann 

SO zeigt sie, dass für d = o, r == i? wird, dass also dann der 
innere Kreis mit dem äusseren zusammenfällt; Es fragt sich nun, 
welches der grösste Werth ist, den d annehmen kann. Da offen- 
bar d immer grösser wird, je mehr der Radius r abnimmt (weil 
nämlich jeder Kreis den folgenden umschliesst und der Mittel- 
punct stets nach der Seite hinrückt, auf welcher die Linie der 
gleichen Tangenten liegt), so wird d seinen grössten Weilh errei- 
chen, wenn r verschwindet, wenn der innere Kreis also in einen 
Punct degenerirt. Wir wollen diesen Punct den Grenzpuncl 
nennen und mit bezeichnen. Die Lage desselben können wir 
bestimmen, wenn wir in (5) d = CO und r = o setzen, dann 
erhalten wir 

^2 ^ 4/^CQ 

(R+CÖf 

oder wenn wir d» Complement des Moduls, k'^ = l — k\ aus- 
drücken, 

(R+CÖy 

Da nun jedenfalls CO <C R ist, weil der Grenzpunct innerhalb 
des äusseren Kreises liegen muss, wenn für ihn die Linie der 
gleichen Tangenten ihre Lage nicht verändern soll, so ist 

w R—CO , , f 1 4 CO 1— Ar' 

^ = R+cÖ' ""^ ^^''«"^ ^^^^^ -R = T+F' 

Dieser Werth spielt in der Folge eine grosse Rolle; >yir bezeich- 
nen ihn mit Atq, setzen also 

^^^ ^« == T+F ' 

und nennen ihn den transformirten Modul Dann wird 

CO = RkQ. 

Hiedurch ist die Lage des Grenzpunctes besthnmt, man 
kann hieraus seine Entfernung vom Mittelpuncte C berechnen. 
Um ihn auch für einen gegebenen Werth von k zu (;onstruiren, 
bestimme man einen Winkel $ so, dass 
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k =r sin ö, 

was immer geschehen kann, da k ein echter Bruch ist; dann 
wird k' = cos ö und 
1 — cos ö 



K - 



1 + C08Ö — ^O !2 



$, also 



CO = R tg2 1 ö. 



Man mache nun (Fig. 10) VCB gleich dem gegebenen Winkel ö 

und ziehe F^, so ist VAB 

= * $, Errichtet man dann 

io C eine Senkrechte auf AB, 

welche die Gerade ^F in ^ 

schneide, so ist CM = Ri^ ^$, 

Errichtet man ferner in 

M eine Senkrechte auf AV, 

welche AB in schneide, so 

ist auch CMO = J ö, also 

CO=:CJIftg lÖ=:Ätg2^Ö, 

mithin der gesuchte Grenz- 
punct. 

Da der Grenzpunct die 
Stelle eines der inneren Kreise vertritt, so nimmt jede durch ihn 
hindurchgehende Gerade die Stelle einer an einen inneren Kreis 
gelegten Tangente ein. Man kann also mit Hülfe der Linie der 
gleichen Tangeuten den Grenzpunct auch dadurch finden, dass man 
^fH) = PS z=: Ps macht. Ferner kann man auf den Grenzpunct 
auch die Gleichung (1), nämlich 

2VJTi 









Fig. 10. 
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anwenden, wenn man darin statt FT und d resp. FO und CO 
setzt, dann erhält mau (Fig. 10) 

FO — -^-T z/gj, 



und wenn man diese Gleichungen durch einander dividirt, 
FT __ yj , FT FO 

^0 ~ y-cö ^ ^^ Vä ~ Vco' 

Da niMi die Lage des Grenzpuncts nur von dem Werthe von 
Ä, nicht aber von der Lage des Punctes F, d. h. von dem Werthe 
von 9, abhängig ist, so zeigt die zweite Gleichung, dass, wenn 
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man (]en kleinen Kreis, also d variirt, dagegen F festhält, das 
Verhäjtniss 

FT_ 

constant bleibt. Die erste Gieicluing aber zeigt, dass, wenn mao 
einen kleinen Kreis festhält und den Punct F sich veräodem 
lässt, das Verhältniss 

FT 

FO 

stets denselben Werth beibehält. Wendet man diesen Satz auf 
den anderen Endpunct F' der Sehne FF' an, so folgt 



FT 
FO 



yT 



und daraus nach einem bekannten Salze, dass die nach demBe- 
ruhrungspuncte T gerichtete Gerade OT den Winkel zwischen den 
Geraden OF und OF' halbirt. 

lliedurch ist nun ein anderes Mittel gegeben, die obige Auf- 
gabe zu lösen, nämlich denjenigen Kreis aus der zu einem gege- 
benen Werthe von k oder ö gehörigen Schaar zu finden, der 

eine gegebene Sehne FF' be- 
rührt. Man construirt (Fig. lO) 
zuerst auf die oben angege- 
bene Weise den zu dem ge- 
gebenen Werthe von k gehö- 
renden Grenzpunct 0, zieht 
OF und OF' und halbirt den 
Winkel FOF' , Die Ilalbirungs- 
linie OT trifll dann die Sehne 
ff' im Berührungspuncte T, 
und hat man diesen, so ßo- 
det man, wie oben, auch den 
Mittelpunct c. 







Fig. 10. 
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§40. 

Wir kehren jetzt zu der Differentialgleichung (4) zurück, 

dtp' rfqp 

JCp* J(p 



-- 0, 



\ 
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welche für die den Eiidpuncten F und F' einer beliebigen Sehne 
zugehörigen Winkel tp und rp gilt, wenn diese S^hne irgend 
einen Kreis aus der zu U^ gehörigen Schaar berührt. Wir su- 
chen Integralgleichungen zu dieser DifTerentialgleichung, d. h. 
endliche Beziehungen zwischen den Winkeln 9 und 9?'. Wenn 
eine solche die irgend einen inneren Kreis bestimmenden Stücke 
enthält, so wird sie eine constante Fig. II. 

Grösse mehr enthalten, als die Dif- 
ferentialgleichung und daher eine 
vollständige Integralgleichung sein. 

Fällen wir aus dem Mittelpuncte 
C (Fig. 11) eine Senkrechte Cf auf 
F'F', so erhalten wir sogleich zwei 
Integralgleichungen durch die llela- 
tloiien 

iS) , , Ff =z 1{FT + F'T), fT = 
i>eiui da nach (2) und (3) 

FT = AI z/gp, F'T = AI J^' 
^^U ^0 haben wir nur noch Ff und fT auszudrucken. Es ist aber 

FCF' = 2(9 — 9), also FCf = (p — (p^ 
miiliii) 

(9) . Pf ^ ji sin (^' _ ^)^ Cf = B cos {(p' — 9). 

^ieht man ferner cT, und Cff senkrecht auf cT, so ist 

^^^ = (p'+ (p, also fCc= ISO^ — (9?'+ 9), HCc = 90'^ - [q)' + fp) 

^'^^l daher 

(lO) ^ fT ^ s sin [(p + ^)), cH = 8 cos [fp + 9). 

^^^t man diese Werthe in (8) hinein, so erhält man 

R sin ((p' — 5p) = 4 ^/ [Jq) + z/gp') 

d sin (9' -I- g)) = ^ ^f [J(p — ^9)') 




•f/^r— /?''7'). 



Od 



^^ 






2d 

At' 



9\n{q>'—cp) At^ sin (<3p'4^qp) 

^i^es sind vollständige Integralgleichungen mit den willkürlichen 

•^tanten AI und -j-. Um nun diese durch eine auszudrücken, 

** Allen wir dazu, wie es schon früher geschah, denjenigen Werth 
^^> 9>', welcher dem Werthe 9? = entspricht, diesen bezeich- 
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nen wii mit a und können ihn leicht conntruiren. Wir brau^ 
eben nur die aus A an den innern Kreis gelegte Tangente Ai ^, 
verlängern, bis sie den äusseren Kreis zum zweiten Male in ~ _ 
schneidet, dann ist der dem Puncte A' zugehörige Centriwioli^^ 

ACA' = 2«, 
und aus der in- den vorigen §§ gelösten Aufgabe erhellt, d^^^ 
sobald a gegeben ist, damit auch ein bestimmter Kreis aus ^^i 
zu k gehörigen Schaar gegeben ist. 

Setzt man nun in den Gleichungen (11) (p = o und (p' == €x, 
so ergiebt sich 

2Ä 1 + z/tt 2d 1 — z/tt 

At sin a ' At sin a 

und daraus 

(12) * = «J^- 

Zieht man auch noch Ca senkrecht auf At und ausserdem cl = r, 
so folgt, weil ACa = Act = a ist, 

(13) . . r = (Ä + #) cos a = 1+^* 

Durch die Einführung von a werden nun cRe Gleichungen (11) 

8in(qp'--qpJ sina ' 8in(<3p'+qp) sin a 

Aus ihnen folgt durch Addition 

2 dtp-^-dcp J(p — Jtp* 

sina sin («p — tp) ' 8in(qp'+9) 

[sin (y' + y ) "h "s^p (y'"~ y)] ^^y + ["^^p (y' + y ) — ^^^ (y' ^ y)] ^^ 

sin* qp — sin* y 
also 



sm a = 



sin qp' cos qp ^qp + sin qp cos qp' z/qp' 

Diese Gleichung ist von der im § 27 umgeformten Gleichung 
(21) fast nicht verschieden. Wiederholt man hier die dort voll- 
zogenen Operationen, so erhält man 

sin qp' cos qp z/qp — sin qp cos qp' J(p' 

Sin CC — — ; rr — ;; r ; «~~' 

1 — k^ sin* rp sin* qp 
und damit unsere bekannte Formel ffjr den Sinus der Amplitude 
einer Differenz. In der That wird durch gliedweise Integration 
der DiiTerentialgleichung (4) und durch Einführung von a 
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da 



also wenn man 



setzt, 






und 



^' z=^ am u y fp = am u, a :=i am a = am [u — u). 
Noch eine dritte Integralgleichung, die zugleich direct die 
Lagrange'sche Formel liefert, erhält man folgendermassen. Es ist 

r = cT = Cf + cff, 
tind wenn man die Gleichungen (9) und (10) anwendet, 
(14) . . r = R cos ((p' — 9) + tf cos ((p' + fp). 
Druckt man darin r und d mittelst (12) und (13) durch a aus, 
so erhält man 



2 cos tt 

r 



— Ja 



cos a , f \ I » — -^« / ' I \ 

-j-^ = COS (^ - <p) + j-j_-- cos (9 + q>) 



oder 

2 cos a = (1 + ^a) cos {q/ — <)p) + (1 — -^a) «Jos (9' + 9), 

mithin 

(15) . . cos a = cos g/ cos (p + sin (p' sin 9) ^ia, 

if\elches die Lagrange'sclie Formel ist. 

§41. 

Hiedurch ist nun ein bequemes Mittel gegeben, die Ampli- 
tude der Summe oder Differenz 
zweier Argumente geometrisch zu 
constniiren. Denn zieht man die 
beiden den inneren Kreis berüh- 
renden Sehnen, FF' und AA' (Fig. 
12), nimmt den Radius des äusse- 
ren Kreises als Längeneinheit an 
und setzt die Kreisbögen 

AF = 2am u, AF' = 2am u, 
AÄ = 2am a. 



Fig. 12. 





156 Absclm. XI. Jacobi's gcomclrischc Gonstniclion des etc. $ 41. 
so ist 

Ist also nun zuerst am u uud am u nebst dem dazu gehörigen 
y. j2 Modul k gegeben, so nehme man 

auf der Peripherie eines Kreises, 
dessen Radius die Längeneinheit ist, 
einen beliebigen Punet A an und 
mache die von A an nach derselben 
Richtung gezählten Kreisbögen 

JF =2am u, AF' = 2am u\ 
ziehe die Sehne FF' und construire 
nach einer der in den §§ 38 und 
39 gelehrten Methoden den zu k 

gehörigen kleinen Kreis, welcher die Sehne FF' berührt. Legt 

man dann von A eine Tangente AÄ an den nämlichen Kreis, so 

ist der Bogen 

AA' = 2«m a = 2am [ii — w). 
Um ferner die Amplitude der Summe zu construircn, sei ausser 
dem Modul k, am u und am a gegeben. Man mache 

AF = 2am u, AA' = 2am a, 
ziehe die Sehne AA' und construire den zu k gehörigen kleinen j 

Kreis, welcher die Sehne AA' berührt. Legt man dann von F ''"^ 
au den naujUchen Kreis die Tangente FF', so ist der Rogen 
AF' = 2am u = 2am (u + a). 

In dem besonderen Falle, dass das Argument a dem vollstän- 

digen Integral A" gleich ist, hat man 

am IC z= —, 2 am IC = TC. 

Der Endpunct A' des Rogens, welcher gleich 2am K ist, fallt da m- 

her nach B, die Sehne AÄ wird zum Durchmesser AB^ und der—:*- sr 
denselben berührende, zu k gehörige, kleine Kreis schrumpft mmrm n 
den Grenzpunct zusammen. Ist daher wieder AF == 2«»* w„ 
so ziehe man durch F und die Gerade FOGr, und erhält dann 



AG = 2am {u + IC), 

Hieraus folgt zugleich: Sind zwei Rogen AF und AG so beschaf — ^^'^- 
fen, dass die Argumente der diese Rogen darstellenden Ahiplituden. -*J 
um die Grösse IC von einander verschieden sind, so geht die die — ^ 
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£nclpuocte F und 6^ dieser Bögen verbindende Sehne durch den 
Grenzpunct 0. 

Eg hat nun keine Schwierigkeit, ^i^, 13. 

diese Ck)Qstruction auf mehrere Sum- ^^^1__^^ 

manden auszudehnen. Es seien die ^wp/C 
Bögen (Fig. 13) 

AF z=: 2am u, AÄ = 2awi «, 

^B' = 2am b, A(f = 2«m c, 

SSO findet man zuerst wie vorliin 

AF' = 2am (w + a). 
Zieht man nun die Sehne AB' und 
oonstruirt den zu k gehörigen , diese 
Sehne berührenden, Kreis und legt von F' an diesen Kreis die 
Tangente F' F'\ so ist 

AF" = 2am (m + a + 6). 

Man ziehe ferner die Sehne A(f und zeiclnie den dieselbe berüh- 
renden, zu k gehörigen, Kreis, lege an letzteren aus F" die Tan- 
gente F"F"\ so ist 

AF"' = 2am [u + a + b + c)\ 

und in derselben Weise kann man fortfahren. Zu bemerken ist 
aber, dass alle diese Kreisbögen nach derselben Richtung und 
auch über 360 •* hinaus gezählt werden müssen. Man bemerke 
ferner, dass die sämmtlichen inneren Kreise nur von «, 6, c, etc., 
nicht aber von m, also auch nicht von der Lage des Punctes F 
abhängen. 

Sind die Argumente a, 6, c, etc. 
alle einander gleich und gleich a, so 
fallen die Puncte B', (f, etc. alle mit 
dem Punct A' zusammen (Fig. 14), 
also fallen auch alle kleinen Kreise 
mit dem die Sehne AÄ berührenden 
zusammen. Legt man also an diesen 
Kreis nach und nach die Tangent<»n 
FF', F'F'\ F"F"', F"'F'^, etc , so 
sind die Bögen 

AF = 2 am u, AF' = 2 am {u + a), AF'' = 2 am {u + 2«) 
AF'"f= 2 am {u + 3«), aF^^' = 2 am {u + 4a), etc. 
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Ist endlich auch « = m, so fällt der Punct A' nach F, der 

Fig. 15. innere Kreis muss dahel* dann die 

Sehne ^F berühren, und zieht man 

die Tangenten viie vorhin, so ist 

nun (Fig. 15) 

AF = 2 am u, AF' = 2am 2u, 
AF" = 2 am 3 w 
/fjr» AF"' = 2 am Au, AF^^=2am 5w, 

etc., wodurch eine geometrische 
Construction für die Vervielfachung 
der elliptischen Functionen gegeben ist. 




•(16< 



§42. 

Wir können nun auch aus dem Vorigen die zur Vervielfa- 
chung dienenden Formeln ableiten. Dazu gehen wir von der 
Gleichung (14) des § 40 aus, nämlich von der Gleichung 
r = i? cos {rp' — (p) + d cos {(p' + (p), 
worin (Fig. 14) 
2(p = AF =^2amu, 
2(p= AF'z=:2am{u + a) 
ist. Setzt man nun noch 
2(p' = AF" =2am[u + 2a), 
2(p"=AF'"^2am[u + Za) 

u. s. w., so hat man, da r und 8 
dem unverändert bleibenden Innerei 
Kreise gehören, 
r = B cos (9' — 9) + * cos (9 + (p) 
r = i? cos (9" — 9') + * ^^s (9)" + 9 ) 
r = Ä cos («p'" - 9") + d cos (<jp"' + 9") 
u. s. v^. 
Diese Formeln kann man auch in folgender Gestalt schreiben: 
r = (Ä + d) cos 9' cos (p + {B — d) sin tp' sin 9 
r = {R + d) cos 9" cos 9' + [R — d) sin 9" sin 9 
r = (Ä + d) cos 9'" cos 9" + (Ä - d) sin q)'" sin y" 
u. s. w. 
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Zieht man nun jede von der folgenden ab, so erhält man zuerst 
am dem ersten Paar 

o = (Ä + d) cos (p' (cos q)" — cos (p) + {R — d) sin (p' (sin (p" — sin q)) 

oder 

_ ^ - 2 sin ^-^^ sin ^^=^ 
7? — 6 . , cos 9 — cos tp 2 2 

R+S^f - Bin,." -sin 9) - 3 c„s <±!? sin ^LZZ"? 

Aus (12) folgt aber 

aiso ist 

R—S . 

li+i = ^«' 
•^■icl man erhält daher 



tg^ = tgcp'zra, 



2 
^>^cl ebenso, indem man die Accente um einen vermehrt 

u. s. \v. 

*^fthrt man nun für (p,(p\ etc. die Werthe (J6) ein und erinnert 
^*^lt, dass a = am a war, so erhält man 

tg — 2 ^^ ^ «'^ (" + «) ^ am a 

tg — ^^ — ? ^-^ 1— !_ = lg am [u + 2a) ^ «m a. 

u. s. w. 
^^2t man nun hierin noch « == m, so folgt 

. am %u + am u . ^ ^ 

tg ^ = tg am 2u ^ amu 



. am4u 4- am2u ^ ,. . 

tg ^ = tg am 3w ^ am u 



u. s. w. 

■^iese Formeln dienen zur succossiven Berechnung von tg am 3w, 
^g am 4w, etc. aus tg am u und ^ am u. Es fehlt uns nur noch 
^ine Formel für tg am 2m, die wir aber aus dem Früheren leicht 
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herstellen können. Aus den Fonrtcln 1) und 2) des g 29 folgt 
nämlich sogleich 



tg am 2u = 



2siuiUHu CO» am H damu 



cos* am u — sin^ am u d* am u 



2 tg am u A am u 

1 — tg* am u d^amu 



§43. 

Kehren wir noch einmal zur Fig. 13 zurück. Im § 41 ist 
gezeigt worden, dass, wenn man die Bögen 

AF = 2am u, ÄÄ = 2öw «, AB' = 2am b, A(f = 2am c 

macht und die Sehnen FF\ F'F'\ F"F'" in der angegebenen 
Weise construirt, die Bögen 

AF' = 2 aw (w + a), AF" = 2am (w + a + h) 
AF'" = 2am [u + a + h + c) 

sind. Jene Sehnen bilden einen Theil eines in den äusseren 

Kreis eingeschriebenen Vielecks. Schliesst man nun das Vieleck, 

welches in unserer Figur ein Viereck 
ist, durch Ziehen der Sehne F"' F^^y 
wo wir also den Punct F^^ mit ¥ 
zusammenfallend annehmen, so wird 
CS auch einen zum Modul k gehdrigeo 
Kreis geben, der diese Sehne berührt, 
weil man zu jeder beliebigen Sehne 
einen solchen Kreis nach § 38 oder 
39 finden kann. Um aber diesen 
Kreis unabhängig von der Sehne 
F"'F^^ finden zu können, legen wir 

an ihn von A aus die Tangente AD' und setzen 
Bogen ad' == 2 am d, 

dann ist der über 360^ hinaus gezählte Bogen 

AF^f' z= 2 am {u + a + b + c + d). 

Da nun aber der Punct F^^ mit F zusammenfällt, so ist ^ 
AF^^ = 27t + AF, 




also 
oder 



2am {u + a + b + c + d) = 2n + 2am u. 



Abschn. XI. Jacobi^s geometrische Construction des etc. $ 43. 161 

am{u + a+b + c + d) = n + amu = am{u + 2IC) (§ 7). 

folglich 

a + b + c + d = 2K'. 

Bestimmt man also AD' = 2am d so, dass 

d = 2£: ^ [a + b + c), 

so wird der die Sehne JD' berührende Kreis so liegen, dass die 
aus jP"' an ihn gezogene Tangente durch den Punct F hin- 
durchgeht. 

Es ist ersichtlich, dass die hier für ein Viereck ausgeführte 
Betrachtung sich ohne Weiteres auf ein Vieleck von beliebig yie- 
Jen, n, Seiten ausdehnen lassl. Bezeichnen wir die Ecken des- 
selben mit 

F, F\ F" F("), 

^'o der letzte Punct F^**"^ mit dem ersten F zusammenfallend ge- 
flacht werde, so kann auch der Fall eintreten, dass dieses Zu- 
®anninenfallen nicht nach einmaligem Umlaufe um die Peripherie 
eintritt, sondern erst etwa nach m Umläufen. Dann ändert sich 
^**^ Vorigen nur das, dass an die Stelle derGleich«nga+ft+c-|-(/=2Jr 
^ie folgende 

a + 6 + c + rf + = 2mir 

^'^ttt. Wichtig aber ist, daran zu erinnern, dass die Argumente 
^» ft, c, etc. und auch das letzte derselben, durch welches derje- 
'^ige Kreis bestimmt wird, der die das Vieleck schliessende «t6 
^^it^ desselben berührt, von « und also auch von der Lage des 
^*^t€n Eckpunctes F ganz unabhängig ist. Dieser letzte Kreis 
"l^ilt also mit den übrigen Kreisen unverändert derselbe, wenn 
^^1* Punct F und mit ihm die Puncte F\ F'\ etc. ihre Lage auf 
^*^** Peripherie des äusseren Kreises ändero. 

Nach diesem allen erhält man nun folgenden Satz: 
Hat man eineSchaar ineinanderliegender Kreise, 
^^^Iche alle eine gemeinschaftliche Linie der glei- 
ch en Tangenten besitzen, und bewegen sich die Ecken 
^ioes n-Ecks auf der Peripherie des äussersten Krei- 
f ^s, während die.(« — 1) ersten Seiten desselben sich 
Jede auf einem Kreise aus der genannten Schaar 
^'^Jzeu, so wälzt sich auch die «te Seite auf einem 
^^'cise aus dieser Schaar. 

'^Ui-t'g'e, ollipl. Punclionen. \\ 
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Besonders \\ichtig ist nun der Fall, wenn die Argumente 
a, b, c, etc. alle einander gleich sind, dann fallen die Sehnen 
AA\ AB\ A(f, AD\ £tc. alle in eine zusammen, also auch die 
diese Sehnen berührenden Kreise, und das Vieleck ist dann dem 
äusseren Kreise eingeschrieben und zugleich dem inneren Kreise 
umgeschrieben (Fig. 16). Setzt man in diesem Falle 

6 = c = rf= ==«, 

und nennt die Anzahl der vorhan- 
denen Argumente n, sodass dies 
auch die Anzahl der Seiten ist, so 
geht die Gleichung 

a + h + c + =:2ir 

über in 

na = 2K, 
aus welcher 

= ~ 

n 

folgt. Der Bogen AA\ dessen Sehne 
den inneren Kreis berührt, ist also 

Bog. AÄ = 2 am — • 

Hiedurch ist nun ganz allgemein die Aufgabe gelöst, zu einem 
gegebenen Kreise einen zweiten Kreis zu finden von 
der Beschaffenheit, dass man um ihn ein Vieleck von 
einer gegebenen Anzahl von Seiten beschreiben kann, 
dessen Ecken zugleich in der Peripherie des ersten 
Kreises liegen. 

Ist nämlich n die Anzahl der Seiten des Vielecks, so nehme 
man einen beliebigen Werth für k an und berechne den Werth 

von am — . *) Man mache dann den von einem beliebigen Punde 
A der Peripherie des äusseren Kreises, dessen Radius als Län- 
geneinheit angenommen werde, gezählten Bogen ^-4' =2«*i— ^ 

ziehe die Sehne AÄ und construire den dieselbe berührenden, 
zu k gehörigen, Kreis, so hat der letztere die verlangte Eigen- 
schaft. 




*) lieber die Berechnung von K aus Ar, sowie der Amplitode fü 
einem gegebenen Argument siehe unten § 47. 



Abscfan. XI. Jacobi*s geometrische Gonslruction des etc. 

Da der Werth des Moduls k beliebig angenomi 
kann, so ist die Aufgabe eine unbestimmte, und es \ 
lieh viele Auflösungen derselben. Für den besonder« 

2Ä' 7.K 

man Ar = o setzt, wird am — = — , und da dann 

n n 

Bog. AA == 2 -ö = — . Die Linie der gleichen Tan, 

dann ins UnMidiiche, der innere Kreis wird mit d< 
concentrisch, und daher das n-Eck ein regelmässiges 

Der Werth des Bogens AA^, von welchem die 
Aufgabe abhängt, ist von dem Werthe von v, d. h. v 
des Punctes F, ganz unabhängig. Hat man daher 
gefunden, welche der Aufgabe genügen, so kann mar 
beliebigen Puncte der Peripherie des äusseren Kreise 
zu zeichnen beginnen, es wird sich stets schiiessen. 

Unter den Vielecken, welche einem Kreise um- 
anderen Kreise eingeschrieben sind, besitzen diejen 
SeitenanzaU eine gerade Zahl ist, noch eine merkwü 
Schaft. Setzt man nämlich 

n = 2»», 
80 wird 

2K^ K 

n ' m 

Bezeichnet man nun die Ecken des 2m-Ecks mit 

F, F\ F'\ F(^'»J , 

so sind die Eckenpaare 

FF^fti)^ j^'Fim-hi)^ elc. 

gegenüberstehende Ecken. Ferner sind die Bogen 
AF=2 am u, AF' = 2 am {u + a), AF" = 2 a 

^^«') = 2 am (m + wiö), ^F("'+^) = 2am [u + (m 

Also sind die Bögen, deren Endpuncte die beiden gc 
henden Ecken F und F^'**^ sind, wenn man den W 
einsetzt, 

AF = 2am u, AF^*^) = 2am [u + K). 

Die Argumente der Amplituden haben also K zum U 
folglich geht nach § 41 die Sehne oder Diagonale t 
den Grenzpunct 0. Für das folgende Paar gegenüb 
Ecken F' und i^H-^^') ist 

11* 
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AF' = 2am{u + ^ , ^/'(«•+i) = 2 am fu + ^ + kY 

Der unterschied der Argumente ist also ^neder gleich K, folg- 
lich geht auch die Diagonale F'F^"*'^^^ durch den Grenzpunct. 
Dasselbe findet bei allen folgenden Paaren gegenüberstehender 
Ecken statt. Da nun der Grenzpunct nur von k abhängig, tod 
u aber unabhängig ist, so hat man folgenden Satz: 

Bei einem Vieleck von einer geraden Anzahl von 
Seiten, welches einem Kreise eingeschrieben und 
einem andern Kreise umschrieben ist, schneiden 
sich die Diagonalen, welche je zwei gegenüberste- 
hende Ecken verbinden, in ein und demselben Puncte, 
und dieser bleibt unverändert, wenn das Vieleck sich 
dreht, d. h. wenn seine Ecken auf der Peripherie des 
äusseren Kreises fortgleiten, während seine Seiten 
sich auf dem inneren Kreise wälzen. 

§44. 

Es bleibt nun noch übrig, für einige specielle Annahmen von 
n, der Anzahl der Seiten des Vielecks, die Relationen z^iischen 
den Radien Ä, r der beiden Kreise und der Distanz d ihrer Mit- 
telpuncte zu finden, welche stattfinden müssen, damit man d^ 
n-Eck dem einen Kreise um- und dem andern Kreise einschrei- 
ben könne. Dazu führen die Formein (12) und (13) des § 40, 
aus welchen 

(1^) «^ = <=»« «' ^9 = ^" 

folgt, und in welchen a = am a war. Da nun 

2K 

n 
zu setzen ist, so hat man 

2Ä' R—d . 2K 

= cos am — , „ , - = ^ am — • 



R+S n ' R+d n 

Diese beiden Gleichungen sind so lange von einander unabhän- 
gig, als man für den Modul k nicht den bestimmten, früher ge- 
gebenen Ausdruck durch B, r und S annimmt. Eliwunirt man 
also k aus ihnen, so wird man die gesuchten Relationen erhal- 
ten. Es wird also darauf ankommen, für jede specielle Annahme 



Abschn. XI. Jac(^i's geowetrisclie Gonstruction des etc. % U 



von n eine Beziehung zwischen cos aw - und ^ ftml 

finden. I 

Es sei zuerst n = 3, das Vieleck also eui Drei« rlJ 

« = }if. I 

Wir benutzen nun die Lagrange'sclje Gleichung (15) J?i 11 

(18) . . cos a == cos 9' cos (p + sin <p' sin (p ^a, I 

in welcher cc = am a, (p = am u, q)' = am [u -\- a \\ 

setzen I 

2K 2Ä' , , I/J 

a = am -j7- , q) = am -^ , also (p = am ■ 

Dann ist I 

cos am ^K = cos am ^K cos am | A^+ sin am J K sin am § /r ^1 

Nun ist aber I 

^K = "1 K — ^K I 

und allgemein I 

sin am, {2K — u) = sin am u, cos am i^K — u) = — vtM 

jd am i^K — u) = jd am u, I 

also I 

cos am * ^ = — cos^ «m | A" + sin- am f A z/ am I 

= — cos^ am l IC + (1 — cos^ am ^ IC) /l am | m 

oder I 

== (1 + cos am I AT) (— cos am |-Är+ (1 — cos am\K) d 1 

also, da cos am%K von — 1 verschieden, und daher 1 + ri J 
nicht gleich .ist, I 



cos am 



IVA. cosflwjÄ^ . 



Setzt man nun die Werthe aus (17) ein, nach denen ^iim [I 
cos a r I 



ist, SO erhält man die Relation für das Dreieck 

1, 



r . r 



welche von Euler zuerst aufgestellt worden ist. 
Es sei zweitens n = 4, 
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a = — -^ ^K. 
Dann ist 

r % ir f* cos (vn\ K 

•j^^ = COS am iK j^^^ = ^^/^ ' 

Erinnert man sich aber der Formel 

cos Olli M . / ,, X 

— = Sin am (K — m), 

d amu ^ ' 

SO folgt 

-^ =r cos rtiw \ K , ttza =^ ^^" ^^ (^ — i^) "^ sin amJiT, 

mithin erhält man, wenn man diese Gleichungen quadrirt und 
addirt, die Relation für das Viereck 



\R+y "^ V^-V ~ ^' 



Zuletzt \\ ollen wir noch die Relation für das Fünfeck su- 
chen, also 

annehmen. Hier benutzen wir zuerst wieder die Gleichung (18), 
indem wir 

a z=z am ^ K, <)p = «7» ^ K, q)' := am f IC 

setzen, und erhalten 

, . i cos am ^ IC = cos am ^ IC cos am f IC 

\ + sin aiw f if sin am l IC ^ am f K. 

Setzt man aber in der Lagrange'schen Gleichung für die Sumine 

(S 26. S. 109) 

cos = cos (p cos ^ — sin 9) sin ^ da, 
in welcher 

<jp = am w, ^ = atn v, a = aw (m + v) 
ist, 

tt = 1 jsr, V = ^^ K. u + V = iic, 

so erhält man 

CDs am f IC = cos^ am JA' — sin^ am ♦ Af ^ am J A^. 
Nun ist aber 

also ist auch 
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— cos am f AT = cos^ am | A' — sin- am * k' ^ am | K 
= 1 — sin^ am J A' (1 + ^ am f A') 
= cos^ am ^ A' (1 + z/ am | A") — ^ am f A", 

d daraus ergiebt sich 

A r^ -^/l + coBamiK 

Sin am { AT = y ,\ , — ^V-» 

cos «m I AT = ^ !+ja«.iK • 

istituirt man dies in (19). so kommt 
cos am J AT =::= cos am | AT 1/ f-p-j — tet-^— 

+ sm am J A ^ am f AT 1/ , , . — rV"- 

Et man darin der Kürze wegen am f ^= a und druckt den 
HS durch den Cosinus aus, so erlialt man zunächst die ge- 
llte Relation zwischen cos a und ^cc 

-I /'da — cos a , ^ / ^ , \ -» /l — cos a 

s « = COS a jf/ ^^^^ + ^a (1 + cos «) jf/ ^_^_^^ • 

»stituirt man darin jetzt die Werthe (17), so wird 

Ja — cos« R — S — r^ 1 — cos« H + d — r 

1+z^a 2H ' ~l + J^ ~ 2]{ ' 

__r _r / H-d — r R — S R+S+r ^/ R+d — r 

t+9 ~ R+9 r 2R "*" R+8 ' R+d V 2R 



r(R + d) j/2R = r {R + d) j/B -^ d — r 
+ (R-^d) {R + d + r) j/R^d^~r*), 

*) Vgl. Richelot. Ueber die Anwendiinjij einiger Formeln aus 
Theorie der elliptisehen Functionen auf ein bekanntes Problem der 
Metrie. Crelle*s Joum. Bd. 38. 
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Zwölfter Absclmitt 
Die Landen'sche Transformation. 



Fig. 17. 



§45. 

Wir knupren noch au die im Vorigen angesteUte geometri- 
sche Betrachtung an und fassen den Grenzpiuict näher ins 
Auge, indem wir auch den Winkel einführen, welchen eine yora 
Grenzpuncte Q nach einem beliebigen .Puncle F der Peripherie 
des äusseren Kreises gerichtete Gera'Ae mit dem durch den Grenz- 
punct gehenden Durchaiesser bildet (Fig. 17). 

Es sei wie früher ACF = 2^), 
also ABF = q). Wir bezeichnen 
nun mit (p^ den eben erwähnten, 
neu einzuführenden Winkel, setzen 
also 

AOF = «Po- 
Ist k der Modul, von welchem die 
Lage des Grenzpunctes abhangt, 
und B der Radius des Kreises, so 
haben wir § 39 gefunden 




CO = B 



und wenn man 

(1) . . . . 

setzt, 



l+Ä" 



i—k' 
\+k' 



= k. 



CO = BkQ. 



Man kann nun sogleich eine Beziehung zwischen den Winkeln (p 
und (pQ finden, nämlich im Dreieck COF hat man 



das beisst 

also ist 

(2) . . 



CF : CO == sin COF : sin CFO, 
B : Bk^^ = sin 9?,, : sin (2(p — 9?,))' 

. . sin (2(p — 9)0) = ^0 sin ^o- 
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Ferner können wir auch eine Differentialgleichung zwischen 
(p und 9)q herstellen. Da nämlich der Grenzpunct die Stelle eines 
Aev kleinen Kreise im § 37 vertritt, so vertritt FO die Stelle 
einer Tangente FT an den kleinen Kreis. Bezeichnet man nun 
mit F' den Punct, in welchem die Gerade FO den äusseren Kreis 
zum zweiten Male schneidet, und setzt man den in derselben 
Richtung von CA aus gezählten Centriwinkel ACF' =. 2fp\ so 
vertritt auch F'O die Stelle der Tangente F'T, Wir haben aber 
S^37 die Differentialgleichung 

dtp FT 

d^ ^ F'T 

gefunden. Setzt man also' FO^ = p und F'O = |4 so ist 

d^ p' 

Nua ist aber BCF' = 2q)' — n, folglich, BÄF' = BFF' = o 

gesetzt, 

/ it 
= 9-2' 
also auch 

rfö = dw und ~ = ^, 
^ d(p p 

•^n«! da 9q = ö + 9, also d(pQ =2 dco + d(p ist, 
(3) !?^"- — HV. 

Nun ist nach § 37, weil FO die Stelle der Tangente FT, und 
-^O die Stelle der Tangente At vertrittt, 

FO ^ p = AO . ^{rp, k), 

(4) . . . . . p == i? (1 + Ar,) zf (ip, Ä). 
^ieht man ferner CL senkrecht auf FO, so ist 

OZ = 4 (p — p) = RkQ cos 9o. 

«ISO 

p — p z= 2Iik^, COS ffQ. 
^*sdann hat man 

AO . BO = FO , F'O 
<><ler 

pp' = Ä (1 + Ato) Ä (1 - Ato) = äMI - V). 
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Mithin erliält man auch 



(5) . . p+p' = j/iB'' K^ cos^ (jpo + 4Ä' (1 - V) 
= 2Ä yi — V sin^ 9?„ 

Setzt man daher die Werthe von p und p + p' aus (4) und (5) 
in (3) hinein, so ergiebt sich 

Dies ist die gesuchte Differentialgleichung zwischen q) und .%. 
Von dieser ist allerdings die Gleichung (2) eine Integralglei- 
chung, aber keine vollständige, weil sie keine Constante mehr 
enthält, als die Differeotialgleichung. Wir werden diese Gleichun- 
gen auch nicht unter diesem Gesichtspuncte betrachten, wir io- 
tegriren vielmehr beide Seiten der Gleichung (6) und erhalteo, 
da die Gleichung (2) ebenso wie auch Fig. 17 zeigt, dass tp und 
9^0 gleichzeitig Null werden. 



9 ^0 



Hienach hat das elliptische Integral der ersten Gattung die 
benierkenswerthe und folgenschwere Eigenschaft, dass es sich 
durch eine passende Substitution in ein anderes verwandeln lässt, 
welch'es genau dieselbe Form hat, in welchem aber der Modul 
einen anderen Werth besitzt; nämlich bestimmt man k^ und (p^ 
aus den Gleichungen 

l /(' 

(7) . . A:^, = j , ^, und sin (2^? — (po) = k^ sin 9?o, 

so ist 



(8) 



dg) 1 + Atq j dcpn 

J(q>,k) 2 J J(<PoJ 



^(<Po'^o) 



Man nennt diesen Satz die Landen'sche Transforma- 
tion nach dem Engländer John Landen, welcher seine Arbei- 
ten hierüber in den Philosophical TransacHons von den Jahren 



Abschn. XU. Die Landcn'sche Trausfornialion. % 46.' * 171 

1771 und 1775 (auch in den Mathematical Memoirs 1780. pag. 23.) 
niedergelegt hat.*) 

§46. 

Die Gidchung (7) ist sehr zweckmässig zur Berechnung des 
Winkels q> aus dem Winkel g)^^, nicht aber umgekehrt; wir su- 
chen daher zunächst noch andere Relationen zwischen q> und g>^ 
auf. Setzt man 

2?) — 9>o = 9> — (9>o — 9>)' 9o = 9> + (9^0 — 9>)> 
^^i so erhalt man aus (7^ 

Il-| sin g> cos {q)^ — 9>) — cos g) sin (9?^ — ^) = Ar^ sin q> cos {(p^ — g>) 

*-| + k^cosq) sin (9?^ — 9?) 

>■ oder 

^1 ^99 — ^9 i9>o — 9>) = K W + ^0 ^9 {<Po — 9)' 

aJso 

tg (9>o - 9>) = r^o ^« 9>» 



oder da 






ist. 

^^) tg (9o — 9) = *' tg 9^- 

Diese Gleichung macht die Berechnung von 9^0 aus 9> sehr 
*^ictit. Um auch 9)^ durch 9? allein ausgedrückt zu erhalten, löse 
*^^^xi die Tangente der Differenz in der vorigen Gleichung auf, 
^^ erhält man: 

tgyo-tgy = ic' tsiw 
l + tg9otg9 — " ^^P' 

^*^«i daraus 

CJO^ tey, ^ (1+9 tgy 



^ *) Vgl» iiber die geometrisclie Ableitung der Landen^scken Trans- 

^^Äiiation: 

Jacobi. Extrait d'une lettre k M. Hermite. Crelle's Journ. Bd. 32. 

Küpper. Demonstration g^om^trique etc. Crelle's Joum. Bd. 55. 
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Eine weitere Gleichung liefert die Betrachtung des Dreiecks 
FOB, In diesem ist (Fig. 17) 

Fig. 17. OB : FO = sin {g)^ — q)) : sin tp 

oder mit Rucksicht auf (4) 
Ä(l ^k,):B{l+k,)^(^,k] 
= sin (9o — q)) : sin g), 
j^ woraus 

sin (9?o — (p) 
' (l — Aro)8iii(p k' ainq> 

folgt. Hieraus erhält man sodann 




k' sin tp 
und wenn man darin den aus (10) folgenden Werth 



sm 9>Q cos q) — cos q)^ sin q) 



suhstituirt, 






(1 — k' tff* op) sin opn cos qp Xr' sin m 

sm 9o cos <p iJ?^_, J?iL_J» == _^ 



oder 



sincpo cos,, (H-*'-l +*' tg» = "'^'X!/^ - 



also 

(11) 



(l + Ä') sinop cos <p 

Der transformirte Modul k^ ist bedeutend kleiner, als der 
ursprüngliche Ar. Um dies zu sehen , bringe man ihn auf folgende 
Form 

,.qx , _ l—k' _ \—k '^ _ kl 

Diese zeigt nämlich, dass k^ niclit nur kleiner als k, son- 
dern auch kleiner als k'^ ist. Dieselbe Form dient auch dazu, 
um k durch k^ auszudrucken. Da nämlich 

(13) , . . . . l+k, = :^, 

wird, so erhält man 



(14) 



k = 
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Dem in (8) vorkommenden Ausdruck 1 + k^ kann man noch 
andere Formen geben. Ausser der Relation (13) erhält man so- 
fort noch aus (14) 

1 + *.. = ^- 

Fuhrt man ferner noch das Complement des transformirten 
Moduls ein, indem man k^' = j/i — Ar^'^ setzt, so kann man 
schreiben 

*„' = yjr^K) (1 + *o) =- (1 + *o) /i^« = (1 + A„) n, 

mithiu 

1 + *o = p=: 
da endlich 

*st> so erhall man auch 



*'« = 



1+*' 



Stellen wir nun die in diesem Paragraplien gewonnenen Re- 
^^Itate zusammen, so ist 






i -I- '^o — 1+^' — -jfc yy 



sin {2g) — q)^ = k^ sin ^o 
^{9o - 9) = ff' ^ 9 

tsa, - ('+*') tgy 

Sin 9, = ^^+*2r?;'""'^ - 

§47. 

Wir haben gesehen ^ dass die» Winkel ()p und (p^ mit einan- 
**^r verschwinden; es soll nun gezeigt werden, dass sie auch stets 
^^it einander wachsen. Dazu differentiiren wir die Gleichung (10) 

tg^^ _(! + *') tgqp 
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und erhalten 

mithin für das Differentialverhältniss -J^ einen AosdmdL. der im- 

dtp 

nier positiv ist. Es wachsen also ^^^ und q) gleichzeitig. Nun 

wird jedesmal, ,wenn tg^) = o ist, auch tgq)^ --=r o. Schreibt 

man ferner die ohige Gleichung in der Form 

1+*' 



tg n 



^-'''^^' 



so zeigt sie, dass auch jedesmal wenn tgtp = oo ist, tg(pQ = o 
wird. Lässt man aber g) einen Quadranten, igq) also alle Wertbe 
von bis cx> oder von — oo bis o durchlaufen, so wechselt wegen 
(10) tgq)Q einmal sein Zeichen, nämlich dann, wenn tgg) entweder 

den Werth + j/y oder den Werth — x/y überschreitet, folg- 
lich durchläuft gleichzeitig 9>q zwei Quadranten, und den Wertheo 

entsprechen die Werthe 

0, X, 2ä, 3ä, 4«, etc. von q)^. 

Hieraus folgt also, dass 9)^ doppelt so rasch wächst als ip, 
in der Art, dass jedesmal, wenn q)^ einem Vielfachen von ^ 
gleich geworden ist, (p^^ demselben Vielfachen von ä gleich ist. 

Setzen wir nun in der Gleichung (8) 

/ dtp __ I + Atq / dtp 

9? = ^, so wird (p^^ = Ä. Bezeichnen ^1r daher das dem Mo- 
dul Atq zugehörige vollständige Integral mit ICq, setzen also 

n 

T n 

r^?!L^ _ K, und daher /^Äl = 2^*' 
ü 

so erhalten wir die wichtige Relation 
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(15) K={1 + k,) K^. 

Die vorige Transformation kann man nun so oft, als man 
-will, wiederholen. Bildet man nämlich eine Reihe von Moduln 

*«. *oo.*(s) *(•)» "D^ ß'ie Reihe von Winkeln 9>o> 7oo> 

9>(,i 9)(,) nach den Gleichungen 

^~*' lg («Po - «iP) = Ar' tg 9> 



*• ~" 1+*" 



*(3) = 






tg (SCoo - fül = *'o tg 9*0 
tg (9)(i) — 9ao) = *'oo tg^oo 



*<"> = r+Jj^J- *g(9'(»)-9'('.-i)) = *'(«-!) tg?»«»-!) 
ito htt man auch successive 



(16) 






*oo) 



<^yoo 1+* (8) /_j 



rfy(:j) 



^(9(3),^(«)) 



(17) 



Je zwei auf einander folgende Moduln A:(^,) und Ar^^) stehen 
^^Un in derselben Beziehung, wie k und k^, und ebenso auch 
J^ zwei auf einander folgende Winkel 9?(h-i) und qpj.j in dersel- 
"^n Beziehung wie tp und ^^o- ^^ wächst daher auch ^j^^) dop- 
pelt so rasch als ^>{y^\)> und setzt man 9>(,^i) = ^, so wird 
9>c*«) = n. Bezeichnet man nun die den 



Moduln k^, Ar^^, 



^Ca3 .... Atj^) entsprechenden vollständigen Integrale resp. mit 



^«)» 



so erhält man auch successive die Rela- 



A^ =:. (1 + k,^ K, 

•^0 ^^ (1 "I" ^üo) ^00 
-^00 = (1 + ^(3)) ^(3) 



Ä^(„.,) = (1 + Ar(„) jr(..j 
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und wenn man alle diese Gleichungen mulüplicirt, 

(18) ^ = (1 + ATo) (1 + /Too) (1 + ^(S) ) (1 + K)) ^(.) 

Nun war nach (12) 

k — 



~ (i + ky 

also ist auch 

Die Moduln k, k^, k^^, u. s. w. bilden also eine abnehmende 
Reihe. Je kleiner aber A:(„_,) ist, desto mehr nähert sich sein 
Complement k\^_^) der Grenze 1 , und folglich 1 + A:'(^,^ der 
Grenze 2. Je grösser also «ist, oder je weiter man in der Reibe 
der Moduln fortschreitet, desto mehr nähert sich k^^^ dem Werbe 
(4 ^(n-i))^- Hieraus geht hervor, dass k^^^ mit wachsendem n rascb 
zur Grenze o convergirt, und dass 

lim A:.„) = o, lim k\^^ = 1 (für « = <x>) 

und daher 

lim K(n) = f 
ist. 

Geht man also in der Gleichung (IS) zur Grenze über, so 
erhält man IC ausgedrückt durch das rasch convergirende unend- 
liche Product 

(19) . . . ür=| (1 +A:o) (I + Atoo) (l + Ar(S)) 

Diese Gleichung eignet sich nun ganz vortrelEflich zur Be- 
rechnung von IC ans einem gegebenen Modul k. Denn setzt man 
k = sin ö, so wird, wie wir schon § 39 sahen, k^ = tg^^, 

folglich 1 + Atq = — Yj-Ä' ^®^^ ^^^ ^^^ successive 

k^ = lg« 4 $ =::= sin $^^, Ar^^o = tg^^^o = s»« ^oo» "• »• ^- 
so wird 

und daher 

4« 



Jl = 



cos« 4 $ cos« J öü cos* i ö^;;, . 
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fet z. h, k = j/^, also $ - : 45^, so steht die Re 

d = 4yo'0",00 
10 = 22 30 0,00 
tg^d.. 9,6172243.0 
cos ^$.. 9,9656153.0 

*^t^}.. 9,2344486.0 
sin ^0 ' 



^j„=,0025'4< 
iÖoo = 12 5< 
tgi^oo.. 7,572! 
cos4öoo.-Ö»9ö9^ 

tg'iM 5^1441 
sin$(3) ) 



^0» 9» 52' 45", 41 
i^o — 4 56 22, 70 
tgi^o.. 8,0366504. 5 

*?*tS-- 7,8733009.0 
sinöooJ 
0(3) = 0° 0' 3", cos J Ö(3) . . 0,0000000. 

Es mri also schon cos ^ d^,') bei 7 Decimalstellei 
it gleich. Ferner ergiebt sich: 

cos^i^.... 9,9312306.0 
cos^ 1^0... 9,9967680.2 
cos^l^oQ.. 9,9999940.0 

^ 9,9279926.2 

Y 0,1961198.7 



IC 0,2681272.5 

IC = 1,8540747. 
Man sieht aus diesem Beispiele, dass man meistcr 
le Factoren des unendlichen Products (19) zu berechne 
lern man nur drei derselben bedarf, wenn IC den 1 
i^hat. 

In derselben Weise kann man nun auch ein belie 
ches Integral berechnen. Mit Anwendung der Lege 
Zeichnung hat man nämlich aus (17) 

F ((Po, Ato) = i±^ F (<,p,o, kj 



d. erhält daher durch Multiplication aller dieser Glei 

Geht man aber nun zur Grenze für n = cx> üb 
il lim k^n) = ist, 

lim i^(9>(«),^{n)) = Hm g)^^^. 

Dor^g'«, eliipl. Functionen. 22 
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Setzt mao ausserdem für das unendliche Product 

(1 + k,) (1 + kj 

seinen aus (19) folgenden Werth — , so erhält man 

Zur successivcn Berechnung der Winkel g)^, «jp^o 9(«i) ^**" 

nen die Gleichungen (16). Dieselben zeigen zugleich, dass, weon 
man diese Berechnung so weit fortgesetzt hat, dass innerhalb der 
angenommenen Näherungsgrenze ^'(«-.d von 1 nicht mehr ver- 
schieden ist, 9(„) — 9(,»«,) = q)(n-t)f also 9?^«) = 2 9?(n-i) wd. 
Folglich ist dann auch 

^{f^ ^y(w-i) y(i>-i) . y(i>4-i) ^^) __ ^ _. ^{»-j) 

ntt 2" o" — * ' 2""^^ 2""^' 2" 2"~* ' 

u. s. f. Demnach behält von da ab das Verhältniss ^^ stets den- 

selben Werth, wie gross man auch n nehmen mag, so dass die- 
ses Verhältniss sich wirklich einem Grenzwerthe nähert, den es 
erreicht, wenn Ar'^^y = 1 geworden ist. 

Um auch die Berechnung von F (9?, Ar) an einem Beispiele 
zu zeigen , wollen wir dem Modul k wieder denselben Werth yk 
wie vorhin geben und 9? = 30^ annehmen. Dann ergiebt sÄch 
aus den früheren Zahlen zunächst 

— ...0,0720073.8, 
ferner 

A:' = cos Ö . . . 9,8494850.0 

k\ = cosöo... 9,9935118.0 
k\Q = cos $00 • • • 9,9999878.9 
A'(3j = COS Ö(,) . . . 0,0000000.0 

sodass für « = 3 die Grenze erreicht ist. Die Berechnung der 
Winkel 9?«» 9>oo' "• «• w. nach den Gleichungen (16) steht nun so: 



9 = 300 
tg 9)... 9,76 14394.0 
Ä:'... 9,8494850.0 
tg (9)0— <p).. 9,0109244.0 
99—9 = 22" 12' 27", 56 
tp^ = 52" 12' 27", 50 



90 = 520 12' 27",56 
tg^o-. 0,1 104374.9 
Är'o... 9,9935118.0 
tg(qPoo-qPo) 0,1039492.9 
q>oo-qPo=51M7'32",58 
900=104 ,14 



9oo=»1040 0'0",14 
tg9oo-- 0,6032276.5, 

Ar'oa--- 9.9999878.9 
tg (9(3)— 9oo)0,6032155.4; 
9(3)~-9^=10400'J'',40 
9(8)= 208 1 ,54. 
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Da nun k\^^ = 1 ist, so wird schon 9^4) == 2g) (s), und folglich 
ist der gesuchte Grenzii^erth ^ = i (208** 0' l", 54) = 26®0'0",19 
= 93600", J9. 

Diesen Winkel muss man zunächst in Längenmass ausdrü- 
cken, indem man ihn mit der Zahl 206264,8 dividirt, deren Lo- 
garithme 5,3144251.3 ist. Dann ist 

93600", 19 ....4,9712767.0 

206264,8 5,314 4251.3 

9,6568515.7 
— .... 0,0720073.8 



F{q),k) .. 9,7288589.5 
F (9>, k) = 0,5356221, für 9 = 30^ und ^ = ^ 
Die vorige Betrachtung führt auch zu einer Methode, um aus 
^Jiiera gegebenen Argument u und einem gegebenen Modul k den 
^^erth Ton am {u, k) zu berechnen. Setzt man nämlich F (9?, k) 
== w, so ist <p z=z am (m, k). Man berechne daher zuerst aus 
^ den zugehörigen Werth von K und die Beihe der Moduln Atq, 

^00» ^fn)> so me die ihrer Complemente, k\, Ar'^Q, k\^y 

I^sinn findet man zugleich die Zahl «, für welche innerhalb der 
^*^genommenen Näherungsgrenze Ar'^^j = 1 ist. Für diesen Werth 
^öo n und zugleich auch für jeden grösseren hat man die Glei- 
chung 

^Us welcher sich 

?>(.) = 2-2^ 

^**8iebt. Alsdann berechne man successive die Winkel g)(««,). 
9>^»^--i) 9>oo» 9^0» V ^"s den Gleichungen 

ein (2 9?(n-i) — g>[n)} = *(n) sin 9?(„) 

sin (2 9)(n-t) — SP(n-o) = ^C«-i) sin 9{f^\) 



sin (2sPo — 9^00) = *eo sin ^oo 

sin (2 9> — SPo) = *o sin (p^, 
^^Iche diirch fortgesetzte Transformation aus der Gleichung (7) 
umstehen, und gelangt so zuletzt zu q>, welches der gesuchte 
^erth von am (m, k) ist. 
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Diese Vorschrift gilt zunächst nur für den Fall, dass u klei 
ner als IC ist. Im entgegengesetzten Falle kommt man aber ebenso 
leicht an*s Ziel, denn da nach § 7 die Gleichungen 

am {2hK + v) = hn + am v 
bestehen, so setze man 

u = 2hK + V oder u = 2hK — v, 
je nachdem das grösste in u enthaltene Vielfache von K ein ge- 
rades, 2hIC, oder ein ungerades, (2ä — 1) K, ist In beiden Fäl- 
len ist dann v < Ky und man kann nach der vorigen Methode 
am V berechnen. Sodann erhält man im ersten Falle 

am u = hjt + fl»» v 
und im zweiten' 

am u := hjc — am v, *) 

§48. 
Die im § 46 gefundenen Relationen 

_ 2}% . _ 2^? 

'^ — i+ÄTo — r+Ä' 

zeigen, dass Icq zu k in derselben Beziehung steht, wie k' zu k'^. 
Bezeichnet man nun mit Aq, A', A'q solche Werthe, die aus einem 



*) Die successive Transformation der elliptischen Integrale rührt 
von Lagrange her, der sie in der Abhandlung: „Sur nne noiiTelle 
m^thode de calcul integral pour les diffe'rentielles affect^es d'un radical 
carr^ sous lequel la variable ne passe pas le quatri^me degr^. M^- 
moires de l'academie k Turin. 1784. 1785. Tom. TL.*' aufstellte. Die 
späteren Ausführungen Legendre*s finden sich in den Exercices von 
pag. 81 an und im Trait^. Chap. XVII und XIX. Unter den im Sien 
Bande der Exercices und im zweiten des Traite gegebenen Tafeln mö- 
gen folgende namhaft gemacht werden: 

Tafel I enthält die Werthe von Log K und Log E. 

- n - - - - ^(9,Ki) undÄ, (9,KI). 

- III - - Logarithmen von Äq, k^Q, etc. für ein gegebenes 

Ä:, und von Ar'o, ä'qo, etc. für ein gegebenes k', 

- VIII enthält 1) die Werthe von F (45°, k) und Ä, (45», *), 2) die 

Werthe von K und E. 
" IX enthält mit doppeltem Eingange die Werthe von F (% *) 
und El (9, k). 
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lodul X ebenso entstehen wie respective k^^, Ar', k\^ aus k, 
;etzt dann 

20) . Ar'o = X, so ist k^^ z=z X\ k' == X^, k z= A',„ 
lenn es ist 



1-Ä:n 1— ^ 






Stellt man daher die Reihen der Moduln und ihrer 
plemente auf: 

ik, k^, Ar^o, .... k(n) .... Grenze o 
^^^^ • • \k\ k\, k\,, .... ^%) .... Grenze 1, 

so nimmt die letztere in der Weise zu, dass jedes (lUed auj 
nem vorhergehenden auf dieselbe Weise entsteht, wie in de 
steren Reihe jedes Glied aus seinem folgenden. 

Setzt man nun in der Gleichung (8) für den Augenbl 
statt k, sodass dieselbe heisst 

r d(p __ l+Ao 1 dq>Q 

ü u 

und setzt in derselben 

X = A:'o, 

also auch nach (20) Xq = k\ so erhält man 

J d(p l+k' I d(po 



>der weil 

8t, 



l+k' 1 

2 — l + k. 






Bezeichnet man nun die den Modulen k\ k\y At'qq, u. 
.ugehörigen vollständigen Integrale respective mit K\ K\y 

I. s. W;><ÄO ist, weil für 9? = |^, q)^^ =^ n wird, 

(1 + k,) K\ = ^K\ 
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uod da jede zwei auf einander folgende Moduln in der ttämli- 
eben Beziehung stehen, aurh 

(1 + *oo) ^0 = 2^0 

(1 + A(,)) AT-,,) = 2^0 



(1 + *(.,) K\n) = 2r(_,) 
Die Multiplication aller dieser GleichuDgen liefert 

Lässt man dann n unendlich gross werden, so ist zwar, veii 
lim Ar%) = 1 ist, \\m K\„) =00,*) aber für den Grenzwerth 

des Verhältnisses -~^ ergiebl sieh 

]• Äj«) f^ 

»«" 2« — (1+A:o)(l + A:oo).... 

«Ä_' 

~ 2K' 



§49. 

Die beiden Reihen von Moduln (21) können nun auch nach 
der entgegengesetzten Seite fortgesetzt werden; bildet man näm- 
lich die Moduln Atj , Atj, k^ . . . . r k\, k\, k\ mittelst der 

Gleichungen 



7/ _ 1-^ 7/ _ 1-*. 7/ _ l-*2 




so erhält man die beiden Reihen 




n„ f .... Afß , ^2 > '* 1 » k f /Tq , ATqq , Ar^.'^j , ... 


. ki„), 


Ar „,.... Ar 3 , atj , Ar j , Ar , Ar ^j , Ar q^, , Ar (3) . . , 


. . k\,) 



in welchen jede zwei aufeinander folgende Glieder in der näm- 
lichen Beziehung stehen, und zwar jede zwei aufeinander folgende 
der unteren Reihe in der umgekehrten Beziehung, wie irgend 
zwei aufeinander folgende der oberen Reihe. Zwischen den vier 
Grössen Ar, ki, Ar', k\ bestehen daher auch die Gleichungen 



*) Siehe S. 17. 
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22) 



k = 



k, = 



1 + k = 

2Vk 






\+k\ 



2]/k_ 



_k'_ 



k' = 



'lW^ 



\+k': 

2 A. 2KA:', 



1+r 

1 +*'i = Tl^=^=^ 



)ä nun also ky k^, k^ . . . . kn in derselben Weise fortj 
vie k\ A'„, k\)(, k\„), und 

(benso >vie 

k, «0 » ^00 » • • • • ^(«) > 
;o folgt, dass auch 

lim k,t = 1 und lim k\, = 
ein wird, wenn man n unendlich gross werden lasst. 

In ähnlicher Weise kann man aucli die Ueihe dei 
p, <Pq, ^q0, .... nach der entgegengesetzten Seite fortse 



lern man die Glieder folgender Reihe 



9^('0 



23) 



ffn, .... 9^3» 9^2' 9l> ^y <Pü' 9^00 

oitielst der Gleichungen 

sin (29>i — 9?) =-^ /r sin 9?, tg (9? — (p^) -=z k\ 

sin (29)2 — 9^1) '--^ ^1 sin 9)1, tg (9?! — 9?.,) = k\, 
etc. etc. 

lüdet. Da nun die Moduln k\, k\, .... zur Null conver 
drd in der Grenze 9?;» = 9>/i— 1, während also die Wii 
W ^^^- ^^ ^^^ Weise zunehmen, dass 9?(„) hnmer mehr =-, 
u werden strebt, nohincn die Winkel 9?! , 9)2, etc. so 
>„ immer mehr = q>n-\ zu werden strebt. Ausserdem 
;eht zwischen 9>j und 9), und ebenso auch bei allen f( 
aaren, die nämliche Beziehung, wie zwischen 9) und 

ass auch, wenn 9>j = — ist, (p = jt wird. Endlich 

jch zwischen den Integralen die der Gleichung (8) entspi 
leichung 

14) . . 



> r dq>, ^ i+k f dq> 

' ^ d{(pi,kj 2 J Ji(p,ky 
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Setzt man nun zuerst, wie ün vorigen §, k\ an die Steile voa 
k, so tritt U an die Stelle von k^, folglich hat man auch 



T, 9 



(0 

Bezeichnet man dann die den Moduln k^, k^, .... Ar«; k\, k\, 

k'n zugehörigen Werthe von K mit A^^, ^j» • • • • -*^»5 -Ä^'i» ^V 

.... -AT'«, so erhält man, wenn man q)^ == y» also 9) = «setzt, 

J5r' = (1 + Ar',) ifV 
und dann ebenso 

J5r', = (1 + Ar'j) Ar'2, if'., = (1 + Ar'a) ir'3, .... 
Ä'«-! = (1 +k\)r„, 
folglich 

r = (1 + k\) (1 + ^',) . . . . (1 + k\) K\. 

Nun ist 

lim k\ = 0, lim K'n = ^, 
also 

(25) . lim (1 + k\) (1 + ^'2) .... (1 + k\) = ?-J. 

Aus (24) folgt ferner, weil 

1 + A: _ __!_ 

ist, 

Mithm ist auch 

[\^-U^K^ = W\ (1+A:'2)ir2 = 2^i;.... (l+Ar'„)ir« = 2Ar^i 

und 

pn) . (1 + k\) (1 +.^'2) .... (1 + ^'«) K., = 2»ir. 

Nun ist 

lim k„ == 1, lim IC„ = cx>; 
dagegen 

Endlich kann man die Gleichung (26) noch benutzen, um 
durch fortgesetztes Vergrössern des Moduls das elliptische Inte- 
gral zu berechnen. Da nämlich dann der Modul in der Grenze 
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gfkich 1 wird, so hört auch dann das elliptische Integral auf, ein 
solches zu sein, vielmehr wird fiir Ar = ], z/9) = cos g>, mithin 

^(9>) =J^ = J'ogffi&l = Jog tg (45« + i g>). 

Schreibt man nun die Gleichung (26) in der Legendre'schen Be- 
zeichnung und setzt die Transformation foi% so erhält man 

F(fp.k) = {l+k\)F{fp,,k,) 
F{fp,,k,) = (1 + k'^ F {^^, k.,) 



F {ip^u kn^i) = (1 + k\) F (<)p,, k^), 
und daraus durch Multiplication 

F{fp, k) = (l+ k\) (1 +k\) ,,.. (1 + k\) F[fp„, k„). 

Hat man nun die Trarisforniation so weit fortgesetzt, dass inner- 
halb der angenommenen Nähernngsgrenze k„ = 1 geworden ist. 
so ist 

F{ipn,k,) = logtg(45« + J9>„), 

^licl daher mit Berücksichtigung von (25) 

(2Ö) . . . F{g>,k)=^\ogig{4b' + ^g>„), 

^^^ successive Berechnung des Winkels (p„ geschieht mittelst der 

Gleichungen 

sin (2^1 — 9>) -^ k üu tp 

sin (292 ~" 9^1) = *i sin 9>i, etc. 

^<i^ endlich auch die Moduln k^, k^, etc. leicht aus k finden zu 

■^^tinen, setze man Ar = tg' ^ iy, dann wird, weil 

. _ 2^ 

*» — i+Ä 
ist. 

**^an setze dann aufs neue ^j = sin 1^ = tg^ ^ iy, , dann wird 

^'^ = sin tji, u. s. w. 

Diese Methode ist besonders dann anwendbar, wenn der ge- 
S^bene Modul k von 1 wenig verschieden ist, in welchem Falle 
^le frühere Methode eine weitläufigere Rechnung erfordern wurde. 

^ni biefür ein Beispiel zu geben, sei Ar = sin 89^ 9,9999338 

^*nd (p = 30^«. Dann zeigt ein leichter üeberschlag, dass bis 
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auf 7 Decimalstellen "schon k^ ~- 1 ist. Die Berechnung von qt^ 
steht nun so: 

sin 9 . . . 9,6989700 

Ar . . . 9.9999338 

sin (29), — (p) ... 9,6989038 

29), - 9) = 29« 59' 41",84 
29), = 59 59 41 ,84 
^9)1 = 14 59 55 ,46 
45" + i9>i = 59 59 55 ,46 
in der GU^ichung (29) Iconinit nun der natürliche Logarith- 
mus von tg (45« + 2 <P\) vor; um daher den Briggischen Loga- 
rithmus einzuführen, muss man mit dem Modul M des Briggi- 
sehen Logarithmensystems dividiren. Es ist aber 

M = 0,434294481 .... 9,6377842.8 
und dann 

jPf^ k\ — 2^" ^^''SS' Log. lg (450 + 4 yO 

Die Berechnung von A"' ist in diesem Falle sehr leicht. Denn da 
k' = cos 89« = sin 1® =-- sin ist, so wird schon cos J ^0 = ^ 
und daher 

2K' _ 1 1 

n cos* 1$ cos« 30' 

-—.... 0,0000330. 

Hieinit stellt die fernere Rechnung so: • 

Brigg. Log. tg (45» + 4 <Pi) = 0,2385385.4 

Brigg. Log. tg (45" + 4 9,) ... 9.3775585.4 

CompL M .... 0,3622157.2 

— 0,0000330.0 

7C 



F{g),k) ... 9,7398072.6 
Mithin 

F{g), k) = 0.5492970, für 9) = 30« und'A: = sin 89". 

§ 50. 

Legendre*) hat auch einen Näherungswerth für K finden 
gelehrt, wenn k sehr nahe an 1, -AT also eine sehr grosse Zahl 



*) Legendre. Exercices I. § 72 flF. Trait^ L Chap. XIX. 
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ist. Da nämlich k^ und k\„) zur 1 convergiren, so kann man 
sieb die Aufgabe stellen, K„ oder -Ä'%) für grosse Werthe von n 
ZV bestimmen. Dabei ist nun zu bemerken, dass, wenn n so 
gross ist, dass man innerhalb einer angenommenen Näherungs- 
grenze Ar„ oder k\„) der Eins gleichsetzen kann, darum k\ und 
Är(n) noch nicht verschwindend klein anzunehmen sind ; denn diese 
Werthe verhalten sich wie Sinus und Cosinus; ist der Sinus aber 
eine kleine Grösse der ersten Ordnung, so ist der zugehörige Co- 
sinus um eine kleine Grösse der zweiten Ordnung von Eins ver- 
schieden« Wir können also annehmen , dass /%war k^ gleich 1 
gesetzt, k'n aber nicht vernachlässigt werden darf. Alsdann ist 

X n 

* J ^ (9n. k^ ) J cos (fn 

Ü 

I^a aber wegen der Gleichung (24) 



-^ ( 9n. Ar» ) l + knj J{(pn,^uk^ 



uAtm-i) 
^^^> SO erhält man auch 

^^ = -Jl / ^^^i 






_ COS 9,+, 




^^rin noch der Werth von 9)^1 für g>^ = ^ zu bestimmen ist. 
Nun ist aber wegen (23) 

^ {9>n — g>n+\) ~ Ar'„4.i tg 9)^4.,. 

«tat man darin tp^ = -^, so wird tg {<p„ - ^,^, ) = __L_. 
'^iglich 

tg 9^1 = yip^> 

'*tlhin erhält man 



l+knj C 



arc tg j/-l 
^T^L = -^ log 



^"n-hi . 1 + sin arc 



cos 9^1 l + Ar« 

1 — sm arc 



'«/.^ 



Oderdasinarctg/^^p^^is, 
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1 

1 -KT+Ä?:;:;: 

— _L_ loff ' + 1 + *'.+, + an + *w. 
~ 1 +*. '^ i^x ■ 

Nun war schon angenommen, dass A:„ = 1 sei. Aus den For- 
meln (22) folgt aber 

1 + *Wi = TT*; = 1- 

Der Zähleh des vorigen Ausdruckes ist also gleich 4 zu selzen, 
und dann ist 

Ferner ist (22) 

^ +^H = Y^,* also Z^'^H-i = jj^^ = y , 
mithin 

Kn = log jj^ . 

Demnach ist nun auch 

r,., = iog^ 

oder etwas anders ausgesprochen: Ist k so klein, dass innerhalb' 
der angenommenen Näherungsgrenze k' nicht mehr von 1 ver- 
schieden ist, so ist mit derselben Annäherung 

Es ist nun leicht zu sehen, wie man dies auch zur Berech- 
nung von K für grössere Werthe von k benutzen kann. Denn 
nimmt man n so gross an, dass /r^, = l zu setzen ist, so erhält 
man aus (27) mit Benutzung des eben gefundenen Werthes von Kn 

^ ^ (1 + f^\) (1 + ^^2) ■■■(! + k\) log ^^ 

oder weil dann 1 + k',^\ = 1, also mit derselben Annähemng 
auch 

(1+ *',) (1 + Ar'j) .... (1+*',)=^:, 

4 4 

(30) . . K — — ^ ^2i; 
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I M yne vorhin den Modulus des Briggisrhen Logarithraensy- 
ims bedeutet. 
Nehmen y/dr z. B. für k denselben Wcrth wie im vorigen 

nimlich 

k == sin 89 ^ 

ist, wie dort erwähnt, Ar, = 1, also « = 1. Setzt man aber 
= sin 0, so wird k\ = tg^ 4 Ö, also hier k\ = tg*^ (0« 30> 

Q hat nun 

tg (0« 300 ... 7,9408584.0 

k\ ... 5,8817168.0 

4 ... 0,6020599.9 

Brigg. Log. ^ == 4J203431.9 

Brigg. Log. ^ ... 0,6739735.7 
2K' 



0.0000330.0 

0,3622157.2 
Compl. 2 ... 9,6989700.0 



n 
CompL M ... 0,3622157.2 



K 0,7351922.9 

o 

ÜT = 5,4349087. 

Vertauscht man in der vorigen Formel k mit k\ so erhält 
III auch eine Formel, die zur Berechnung von A"' für kleine 
erthe von k dienlich ist, nämlich 

Brigg. Log. A 
L) . . . . K —- jff^ 

welcher nun n so gross anzunehmen ist, dass k\„) = 1 ge- 
t2t werden kann. 
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Dreizehnter Abschnitt. 
EotwickeluDg der elliptischen Fanctionen in Factorenfolgen. 



§51. 

Wir haben gesehen, dass zwei aufeinanderfolgende Winkel 
ip und tp^ unter andern auch durch die Gleichung (11) §46 
verbunden sind 

'*" 9>0 - jj^^) . 

Führen wir darin statt der Winkel (p^ und g>, die Winkel (p 
und 9^ und also auch die zugehörigen Moduln k^ und k\ m 
(siehe § 49), so ist auch 

f^K . (1 + k'i) sin qp, cos op, 

welche Gleichung sich auch durch Umformung der Gleichungen 

sin (2g>i — tp) = k sin tp, tg (g> — 9)^) = /r', tg (p^ 
ergiebt. Es war ferner (26 § 49 



J^(q?,.A',) 2 q d{f9,k) 



I 

und " '^ i 

1 + A: = 



^1 



mithin 

^(9'p*i)=S^(9.*)- 
Setzt man nun 

/• (9, Af) = w, ^ (g>i, Ä-j) = t/j, 
so wird 



Ferner 



2^:"* 



q) =z am [u, Ar), y^ = am (wj, Ar^) = am (,^ w, ArJ. 

Setzt man diese Werthe in (1) hinein, so erhält man 

sin am {^ u,k^) cos am (~ u, Arj) 

sin am (w, Ar) = (1 + Ar',) ■— 

^ ö'w {^ u, Ar,) 
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Da aber allgemein 

cos am (vj k*) . t % tj- t \ 

— / \ */ = sin am [u +^,, ArJ 

d am (ü, Ar,) \ • i 1/ 

ist, SO hat man auch 

und folglich 

(2) sinam(«,^) = (l + ;t'i)sinam^sinam(^(tt + 2Ä')). (Mod. Atj) 

Diese Formel lehrt, dass man die Function Sinus Amplitudo 
in ein Product zweier Functionen Sinus Amplitudo verwandeln 
kann, so, dass der Modul dieser Functionen der vergrösserte Mo- 
dul k^ ist. Für einen schon beliebig vergrösserten Modul k^ und 
das Argument v wird daher auch sein 

sin am [v, k„) = (1 + Ä'n^i) sin am ^ v sin am {^ {v + 2K.)}. 

(Mod. k„^\) 

Da man nun jeden in der Gleichung (2) enthaltenen Factor aufs 
Neue in zwei Factoren zerfallen und diese Zerfällung so weit als 
man nur will fortsetzen kann, so ergiebt sich ein Mittel, sin am u 
in Factoren zu zerfallen. Man erhält nämlich nun 

sm am (-^, Ar,) = (1 + k 2) sm am .^^ . ^^ 

. sin «« {^ (§ + 2Ar,)}. (Mod. ■*,) 

= (1 + /f'2) sin am ^ sin am ,^ {u + ilC)'. (Mod. k.^) 
sin am {fj^ (« + 2K). *,} = (!+ k'.,) sin am ^ {u + 2A') 

. sin am j^(^ (« + 2K) + 2Ä'j). (Mod. Aj) 
v^ier ist das letzte Argument gleicli 

9veil aber auch 

sin (am v, k^) = sin am (2Af^ — v, k<^ 
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ist, so kann man, ohne den Werth von sin am zu ändern, die- 
ses Argument auch von 2^2 abziehen und erhält dann 

2^2 - Ä (^ + 6ir) = -^fj^- (2A^ - li), 
mithin 
sin am {^ (u + 2K), Ar,} = (1 + k\) sin am ^ [U + «) 

. sin am ^^ [2K - «). (Mod. ^j) 

Setzt man nun diese Werthe in (2) hinein, so erhält man 

j sin am (u, Ar) = (1 + k\) (1 + k\)^ sin am ^ 

I . sin am ^ (2^ + u) sin am ^ {AK + «), (Mod. /f^) 

worin das doppelte Zeichen für zwei Factoren, einer mit den 
oberen, der andere mit dem unteren Zeichen, der Kürze wegen 
geschrieben ist. 

Jetzt zerfalle man aufs Neue jeden Sinus Amplitudo in zwei 
Factoren. Schreiben wir nur die Argumente der letzteren hia, 
so erhalten wir 

aus d.lten Factor 1) g 2) ^^(g + 2J^,) 

aus dem 2ten u. «n K^ ,^,, , v ^. K. , Ka .-,„ , x , oi/\ 
3ten Factor ^^ 2^k (^^ ± ") ^^ M; ^^k (^^ ±^)^^^ 

aus d. 4tenFactor 5) -^ [AK + u) 6) ^ (^ {AK + ii) + U,) 

Es ist nun 

2) = ^(« + 8Ä'); 4) = ^(10ir + «); 6) = ^ (121- + «)■ 

Zieht man aber die beiden letzten Argumente von 2K^ ab, wo- 
durch Sinus Amplitudo unverändert bleibt, weil k,^ der neue Mo- 
dul Ist, so werden sie 

4)=Ä(6ir + ii), 6) = ^(41^-«), 

und da nun jeder der vier Factoren in dem Ausdrucke (3) ^^^ 
Coefficienten (1 + k\) liefert, so giebt die neue Entwickelung 

sin am (w, ^) = (1 -f k\) (1 + k\)^ (1 + k'^)^ sin am ^ 
. sin am -^ {2K ± u) sin am ^ {AK ± u) 
. sin am ^ {6K ± u) sin am ^ {8K + «)• (Mod./fs) 
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üedurch ist das Gesetz der Fortschreitung klar, und man -erhält 
gemein. 

fsin am («, k) = (1 +k\) (1 + Ar',)« (1 +^'3)' • • U + ^'^ 



4) 



. sin am J"^ sin am .,f^ [2K ± ü) sin am ^ {ilC ± u) 

. sin am ^], (6i5r + ti) ... sin am ^^((2" - 2) K ±u^ 
. sin am ^^ (2*A^ + w). (Mod. k^). 



Denkt man sich nun diese Entwickelung bis ins Unendliche 
brlgesetzt, so wird in der Grenze Ar« = 1, A:'« = 0. . Wir wer- 
ten den alsdann entstehenden Werth des Coefficienten der Ent- 
vickelung später besonders bestimmen und bezeichnen ihn vor- 
äufig mit X setzen also 

Ä = {l+ k\) (1 + k\Y (1 + 'k\Y (1 + k\f .... 

Dass die Factoren dieses Products zur Grenze 1 convergiren, er- 
tieilt daraus, dass man hat 

welcher Ausdruck sich um so mehr der Eins nähert, je mehr 
^M-i dies thut. 

Auch die Factoren der Entwickelung (4) müssen zur Eins 
convergiren. Um dies zu sehen, bemerke man, dass das Argu- 
ment des letzten Factors sich schreiben lässt 

^a nun der Modul k^ ist, so ist 

Ä'„M 

j, cos am - 

sin am [K^ + .J"|) = -J^- (Mod. k„) 

^ am ^ **_, 
2»»A 

Vird dann in der Grenze A« =1, so ist cos = z/, mithin der 
Ätzte Factor = 1. 

Den Grenzwerth des üi allen Argumenten der Entwickelung 
4) vorkommenden Factors —j^ haben wir § 49 ermittelt; es ist 
lämlich (28) 

Dareg-e, üllipt. Funcliunen. J^^ 
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Nach diesem allen erhält man aus (4) für n = oo, wenn 
man den letzten Factor, der sich in der Grenze der Einh^ gleiek 
ergeben bat, als überflussig fortlässt, 

sin am {u, k) = Ä sin am ^, (Mod. 1) 

. sinam-~^[2K+u)miam^,[AK'\'u)j\nam^^ 

. ^\nam^,(2K--u)^mam^,{AK--u)%mam^{i^—u) ... 

oder, \ienn man sich zur Bezeichnung eines Products des Zei- 
chens n in ähnlicher Weise bedient, wie das Zeichen Z* zur Be- 
zeichnung einer Summe angovandt wird, nämlich 

oo 

]J_f{h) =/'(!)/' (2)/' (3)/ (4) ...: 
setzt, 

sin am (w, Ar) = A' sin crni ^'TjT sin am -* {2hl^+u] 

1 
(Mod. 1) . sin am g*, (2KlC — u), 

Dieser Ausdruck ist nun einer weiteren Entwickelung fähig, wenn 
man sich erinnert, dass die elliptischen Functionen für den Wertfa 
1 des Moduls in Exponentialfunctionen übergehen. Nach § 4 
ist nämlich 

V — V 

6 —~ € 

sin am Iv, 1) = . 

e + e 
Demnach ist in (5) 

nu e — e 

sm am 



(5) 



2/r' 



nu nu 

2Ä" , "" iK' 

e + e 



hnK I nu hnK -r- nu 

■JT" ~2Ar' ~'~K~ "*'2/r' 

Sin am ^„v \2hK + u) = — — 

2a ^ — hnK , nu hnK ^ %u 

IT — 2Ä^ , ~""ä^ +3ir' 

e e + e e 

In dem letzteren Ausdrucke fähren wir die Jür die ganze Theo- 
rie der Entwickelung der elliptischen Functionen so überaus wich- 
tigen Grössen q und q' ein. Jacobi setzte nämlich*) 



*) Jacobi. Fandamenta nova. § 35. 
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f6) .*. . 
Bann wird 

sin am 



q = e 



K 



y = 6 



9K 



UM' 



(2hK ± u) --. 



nu _ Mu 

q e — q'^ e 

q e 



+ q e 



Onam ^ (2hIC + u) ün am ^ (2AA^ - u) 

SM 9u^ nu Sit 

q e — q e 9 ^ — y ^ 

s» _ *•* ^??_ ••* 

,—h 2K' ,h 2F ,-Ä 2a:' ,a 2ir' 

(SU nu\ 

( SM SJ«\ 

. <j + « / 

^^t^andelt man aber die ExponentialfunctioDen in trigonometri- 
sche mit imaginären Variablen, indem 



^^^* so erhält man 



- = — I* tg iv; e^ + e~^ = 2 cos iv 



sin am 5^, = — t tg 



2F 



sin am ^ (ihir + u) sin am ^ {2hK — u) 
(Mod. 1) 



-2h 



'2h 



— 2 cos 



s& 



^'-2Ä ^ ^'2A ^ 2 cos 



s/m 



4A 



(7) 



1-2/^* cos^ + g' 

~ 1 + 2/^^ cos p + ^'^ 

^^dlich führe man auch auf der linken Seite der Gleichung (5) 
••* statt u ein, dann erhält man, weil nach den Formeln (12) 
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sin.tiwt (w, Ar) = — f ig am [iu, U) 
ist, mit Weglassung «lies auf beiden Seiten gemeinschafÜicl^ . 
Factors — i. 



tg am {iu, Ä') = ^ tg J 7J 



oo 1 _9./*iÄ vn^ -^ J- «'4Ä 



1 — 2^^'' cos -~r + q 

1^ 1 + 2^-2)^ cos ^ +^'^ 

Setzt man nun noch u statt tt/ und zugleich auch k statt Ar\ ^^^ 
durch auch J5f' in ^, A^ in K' und, wie die Formeln (6) zeig-^i 
q in q übergeht, bezeichnet ferner mit k die Grösse, in we&cA« 
die ebenfalls nur von k' abhängige Grösse A' dann übergeA( 
setzt nian also 

(8) A -.^ (1 + k,) (1 + ^oo)' (1 + ^(3))' (1 + ^(4))« 

so erhält man für die Entwickelung von tg am u folgendes un- 
endliche Product: 



tgam {u^k) = Aig^ JJ 



oo 1 _ 2y2/k ,^, f + q^ 



1 - 1 .+ 2q'' cos ^ + q' 



= A 



nu 

2k 



1 — 2q^ cos 




1 + 2^2 cos 


^ + «* 


1 — 2q^ cos 




1 + 2q* cos 




1 .— 2q^ cos 





1 +2?« cos ^+y'^ 



. § 52. 

Die Grössen ^ und q\ welche für die Entwickelung der 
elliptischen Functionen von der grössten Bedeutung sind, sind im 
Allgemeinen sehr kleine Grössen, sodass das vorstehende unend- 
liche Product sehr rasch convergirt. Es hat keine Schwierigkeit, 
sie aus den Formeln (6) zu berechnen. DennMuan «rhäU • 

log ^ = _ jj _.^ log f^ ^ ^ jf^ _., 
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^zeichnet also M den Modulns des Briggischen Logarithmen- 
stems, so ist 

Brigg. Log. q = — Ma ^ ; Brigg. Log. q = — Afjc j^.. 

IKserdem erhall man q aus q oder umgekehrt, da sich leicht 
ie Relation 

Ol log q logjr' = 7t- 

giebt. Für den Mittelwerlh k = }/ \ ist k = Ic , also auch 
tsz K\ folglich dann 

Brigg. Log q •=i — Mit. 



n ist 



Ä... 0,4971498.7 
M.,, 9,6377842.8 



^Ä. 0,1349341.5 
Brigg. Log g = — 1,3643762.6 
= 8,6356237.4 
q = 0,0432138. 

o für k =^^J ist q ungefähr = ^, Bildet man die ver- 
liedenen Potenzen dieses Mittelwerths von q , so ergicbt «ich : 

. ..7,2712474.8=0,0018674 g^.. 3,1 781 187.0 =0,0000001 .5 
. ..5,9068712.2 = 0,0000807 7«... 1,81 37424. 4 =0,0000000.0 
. . 4,542 4949.6 = 0,0000035. 

Paus geht hervor, dass in der Entwickelung (9) für k = j/ ^ 
' dritte Factor schon keinen Einfluss mehr auf die 7te Deci- 
le hat. 

Eine Methode, q unmittelbar aus k zu berechnen, erhält man 
folgendem Wege. Wir haben § 50 (31) eine Relation zwi- 
len ^ und Ä^' kennen gelernt, nämlich die folgende: 

LT' _ 2^ ° *(.) 

* — -^ 2;; ' 

lebe desto richtiger ist, je grösser n angenommcii wird und 
* n = 00 vollkommen genau ist. Daraus folgt 

, 16 
Iglich ist 
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Um nun diesen Ausdruck aus dem Modul herzuleiten, setzen wir 
zur Abkftrzung r^ = d, und wenn wir von k zu Af^, k^^, etc. 
fortschreiten, 

Da nun Ar%) in der Grenze 1 ist, und zwar eher diese Grenze 
erreicht, als k^) verschwindet, so ist auch 

n 

*„) = ^'i'. mithin q = j/e^, 

und es kommt nun darauf an, S^,) aus S zu berechnen. Nan 
ist aber: 

F F P """ * — iTä;' 1 +* - i+t; 

mithin wird 

i* " ^^» - 1^ also * - -*L - A. 

Daraus folgt ferner 



nk\ 

Dividirt man dieses aber durch 8^ , so erhält man zwischen i 
und 8q die Relation 

- — — oder d = t/^. 
Daraus folgt nun successive: 

*. = ^^ als« /ro = /^ 






Abschn. XIU. Eetwickelg. d. ellipt. Functionen in Factorcnfolg« 
Multiplicirt man also diese Gleichungen, so kommt 

t^_ 05 . 

l/^6 y/l^ f/i^ fy'T») 

folglich 

{/'s;-; = q = 8 {k\Mmh'J 

oder 

^ = löF (^'«) (^'««) (^'<-'*>) (^'<^^^ 

= ^\ j(^^,)V««)V(.u)V(i))'^ 1 

§ 53. 

Aus der Entwickelung (9) leitet sich nun zuerst 
iches Product für ^ am u ab, wenn man u + lA' 5 
veil nämlich (§ 10 S. 28) 

tg am (u + für') = -5 

^ ^ ' ' damit 

8t. Bequemer aber wird diese Umformung, wenn n 

•'ormel (5) ausgeht, darin zuerst u + K statt t/, und 

u und k für k' setzt, wodurcli man dasselbe lies 

^etzt man also in ^5j u + K für w, so konnnt, weil 

/ , Tj-s ^08 am u 
sm am in + AT == — 

^ ' d am u 

st, 

oo 

= A Sin rtiw ' ^. l^l sm am — ^^^ — ■^ 



. sm am —^ — rrj~ 

Sua stellt 2Ä — 1 die Zahlen 1, 3, 5, 7, 9, etc. un< 
2Ä + 1 die Zahlen 3, 5, 7, 9, etc. dai 
bemerkt man daher, dass der ausserhalb des Zeichens 
<'actor sin am *^"X gerade der in der zweiten Ke 
st, so kann mau diesen unter das Zeichen 77 stellen, 
mter demselben statt 2ä + 1 auch 2h — 1 setzt. 1 

= ^ 1*1 sm am -5^ -J,—^-J, \ 



cos amu 
d amu 



1 



5„ «((2Ä—1) AT— ») ,w , ,v 
.sm am — — ^jp (Mod. 1) 



1 



200 Ab§chn. XIII. Entwickelg. d. ellipt. PunctioDen inPacloreafolgeB. $53. 

Alsdann aber unterscheidet sich dan unter 77 stehende ProdtRt 
von dem in Gleichung (7) umgeformten nur dadurch, dass ^ — i 
an die Stelle von 2h getreten ist. Setzt man also in (7j nur 
2h — 1 statt 2h und also auch 4A — 2 statt 4h, so erhilt mao 

sin am —^ g^/ ^ sin am -^ — ^ - 

l-2j'2A-leos}^ +y'4Ä-2 

(Mod. 1.) 

Fuhrt man nun auch auf der linken Seite der Gleichung (11) tu 
ein, indem man nach § 8 hat: 

COS am (M, k) = TT—n^ ; ^ am (u, k) = rr^-p^, 

^ ^ cos am {tu, k) ^ ' cos am{iUyk) 

woraus 

cos am (ii, k) 1 

J am (w, k) J am (iu, k') 

folgt, SO erhält man aus (llj 

oo l-2g'2A-l eos^ +g'4Ä-2 

__J__ =: Jf hl ± 

^ ^ -^ 1 1+2$^ cos -jF* + g 

und, wenn man nun statt iu, k' K', q, Ä resp. u, k, K, q, A 
setzt und die Brüche umkehrt. 



(12) Jam(u,k] = j H 



oo. H-2?2*-l cos^ + y4»-2 
1 _ 2j2A-l cos ^" + j«-'^ 



1 1 + 2g COS ^' + ^2 1+ 2^3 cos ^ + g« 

1 — 2g cos ^ + Q^ 1 — 2g^ cos ^ + q^ 

1 + 2g^ cos ^ + gio 

1 - 2g^ cos I' + g»o 

Wir kennen jetzt Entwickelungen ffir tg am u und z/ am ti. 
Daraus ergeben sich sofort auch Entwickelungen für sin am u 
und cos am u. Erinnert man sich nämlich der im § 10 be- 
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nerklen Eigenschaft» dass die Functionen siii am u \ 
mir dieselben Werthe von u unendlich gross werde 
nan, dass diese beiden Functionen bis auf einen \ 
aingigeB Factor denselben Nenner haben 'uiössen. l 
ner sin am ti und ig am u für dieselben Werthe von 
Jen, so müssen sin am ti und tg am ti bis auf einen 
Factor denselben Zähler hab^n. Folglich hat sin am 
Zähler me ig amu und denselben Nenner wie ^ 
zeichnet also B eine neue, später zu bestimmende (ifö 
nur von k abhängig, von u aber unabhängig ist, ! 
sofort: 

2A^ 1^1 ^ « 2k — 1 ^'^ 



(13) sin am (u, k) = B sin 
und weil ferner 



Bin am u 
C0& am u = -: 

^ ig atn u 



_ l+2q^^ (OS ^ 

(14) cos««{«.*) - >os ^ ^ ,_,„2H-1 --'^ 






§54. 

Wir schreiten jetzt zur Bestimmung der Consta 
^. Diese geschieht dadurch, dass man ffir u speci 
n die Formeln (12), (13), (14) einsetzt, naiiilicli dic! 
S' und A^ + t^'. Dadurch werden sicli dann ziij^lei 
Delationen zwischen k, K und q ergeIxMi. 

Setzt man zuerst u = o, so folgt 
lus (13) i) = 0, 



1 1 — ^ ^ 

. OO /, . 2Ä-1 -^ 

1 . i — q 

*^erner für u = K folgt 

.US (13) A1=B JI[ i\±^,r^) 

^x^ 1 + q • ^ 
lus (14 5y o = o 
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aus (12) 6) *' = 1 JJf y^^^- 

Setzt man endlich u ±= E + iE', so bemerke man zuerst die 
§ 10 abgeleiteten Formeln 

sin am [K + iE') = •^, cos am {K + %K') = - t p 
^ am (A" + iE') = 0. 

Femer hat man die Werthe der in (13), (14), (12) vorkommen- 
den Ausdrücke sin ^, cos ^, 2 cos ^ für m = A!' + iK' 
zu ermittein. 

Es ist aber 



sm ^ ^ — ^ =:r sm '— -» 



(« . niK'\ niK' 



^40^ + , '^) = 4C-*+.+0 = ^' 



"^^ 7k = "'»« (y + 2jr) = - «'" iF 



«/f' «AT', 



t . ( iK 2k\ , ( -i +i\ 

2cos^^i^^ = 2 cos (« +!f:) = - 2 cos^' 

Dadurch wird 

1 — 23^ . cos j^ + jr = 1 + g (1 -)- jr^) + ^r 

, . 2Ä-1 , 2Ä+1 , 4Ä ,, . 2Ä-J. ,, . 2H-lx 

=^1+9 +9 +^9 = (1 + ^ ) (1 + Ö' ) 

-. . A 2Ä «K , 4Ä . 2Ä 1 ,. , ox , 4Ä 

1 + 25^ COS ^ + q = l — q [\ ^ qi) ^ q 

2A— 1 ' 2Ä+1 , Ah ,^ 2Ä— L f. ^2Ä+1. 

= 1—3' —5' +9^ =r[\ - q )(1— 7) 
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1 + 2^"-»««^ + /*-''= l-.'^-^l - 

1 — 2^ cos^ + ä' =1 + 0' (1- 

^ , 2A-2 , 2Ä , 4Ä--2 ., , 2Ä 

und folglich: 

(1 + ? 



.««(13) 7) -._F_jfJ__-^ 



aas (14) 8)-4 = -.|^?JJ 



*'_ BX-q -^ ( 1 - /* 

(1 + ? 
2^ 2 

aus (12) 9) 0= i ^ -^ ~^* J ^' 

In 7) unterscheiden sich die beiden Factoren (1 

(1 -|- ^ "*" ) nur dadurch, dass letzterer den Factc 
enthält. Dieser steht aber vor dem Zeichen 77, 
den Zähler schreiben 

1 

im Nenner ist für ä = 1, (1 + ^ ) s= 2 ; se 
Factor heraus, so werden die beiden Factorcjn <i 
und der Nenner lässt sich schreiben 

Da nun dieselben Umstände auch in 8) stattfinden 

^^"-^4^1*1^ + /* ) 

9j = 0, 
letzten» well der Fa.:tor 1 — y^*~* fürh~l 
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Ehe \^ir hieraus die Werthe von A und B bestinimeo, wol- 
len wir die scheinbar identischen Relationen 1), 5), 9) naher 
untersuchen. In den rechten Seiten der Gleichungen (13), (14), 
(12) verschwindet nämlich jedesmal nur ein einziger Factor, und 

zwar in (13) sin ^ für u = o, in (14) cos ^ ffir u = K und, 
wie -wir eben sahen, in (12) der dem Werthe ä = 1 entspre- 
chende Factor (1 + 2^ cos ^- + q^) für m = JT + %K\ Di- 

vidiren wir also mit diesen Factoren, so erhalten \^ir rechts Au$t 
drücke, die von verschieden sind, und links Ausdrücke von der 

Form ^, deren Werthe wir bestimmen können. Auf diese Weise 
ergiebt sich zunächst 

,\ rsinömiin „ ^T A-^^^ \' 

»' r- 



aus (12) 



^ am u 



2q cos ^- + q^ 



f\—q 



die letztere Gleichung, weil den obigen ßemerkungen zufolge 
f[ (1 + ?'*"') (1 + i'") =2^(1+ y'-^V, und 



\ l 

00 



(l-9'*)(i-««)(l-y«')... 



? 



ist. Um nun die linker Hand stellenden Werthe zu bestimmen, 
differentiire man im Zähler imd Nenner nach m, so kommt 
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2A' 



rrfn am u~l Fcos am u d am u 1 

I , nu l I n nu 1 

/"cos amw"! P^- sin am u ^ am u 1 _ 2Ar'A^ 

/ ffti I 7C . nu I ^ 

L '='»2jf J.= * i - iK «"' 2X J« = ir 

d amu 1 



— Ar^ sin «m ti cos am u 



g. n i nu 



W = ÄH-lA'' 



*'Ä' 



ö^r letztere Werth ergiebt sich folgendermassen. Es ist 
^ ~ — - -^ <^>n f'^ -J p-) = — sin — tt: 



Sin 



sin (ä + -^) = — sin -^ = 



—1 



~^« 



^citzt man diesen Werth nebst den. Werthen sin am [K + iK') 

l k' * 

^=^^ -r und co§ am (A^ •+ iK') --^ — i v ein,, so ergiebt sich 

^^biges. Hienach ist nun das vollständige Tableau der 9 For- 
^^eln foigeodes: 

2Ä 2 

1 +0^ 
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6)*'=i./T(;-^^) 

Daraus ergiebt sich: 

-¥i7(^)"=iT(}tf"-)' 

•^1 2A.2 






bschii.Xll]. Entwickelg.d.ellipl. Functionen inFactureufoli 
eraer aber: 

^- TT rt±iül!V / !-<"" V ^ 
A^TT ( -'-»"-' )' fl^'— )' 



^ 

n 



eil nämlich 2A — 1^ alle ungeradeo, und 2h alle g< 
isammen also alle ganzen Zahlen darstellen. In 
'oducten sind für h alle ganzen Zahlen von 1 bis c 

e Formel — = yT' hätte man auch unmittelb 

jsdrucke (8) S 51 

A = {1+ k,) (1 + Aroo)2 (1 + ^^3^)4 (1 _^_ ^^^^) 

leiten können. Setzt man nämlich nach § 46. S. 

+ ^o=p^' 1 + ^00 = ^^. 1 + %) = 

wird 

j *'o ^\i ^lIw *Üif} 

( hebt sich daher jeder Zähler gegen den folge 
if, und da die Zähler zur Grenze Eins convergirei 

^ = ^' 

Die obigen Formeln enthalten interessante Bezi( 
hen k, K un<l q, imd zwar geben die folgenden d 



2h 



(16) 
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__. •. 2Ä-K4 

unmittelbare Ausdrücke für k, k' und K durch $' allein. Die 
erste derselben kann auch zur indirecten Berechnung von q un- 
mittelbar aus k dienen. Schreibt man nämlich diese Formel so: 

so sieht man, dass, wenn man zuerst in dem unendlichen Pro- 
Ar* 
duct die kleine Grösse q ganz vernachlässigt, ^a als der erste 

NäherungsWerth von q zu betrachten ist, mit welchem man die 
Rechnung durchzuführen und dann dieselbe so lange zu wieder- 
holeji hat, bis der resultirende Werth von q keine Aenderung 
mehr erleidet. Wenn /r > ^ ist, so kann man auch zuerst 
q' berechnen nach der Formel 

welche sich aus der vorigen durch Vertauschung von Ar, j' mH 
k\ q ergiebt, und dann q nach der Formel 

log ^ log ^ = ä2 oder Brigg. Log q = ßj-^TL^^'- 

Ausser diesen Formeln wird auch noch die Formel 



(17) 



n 



r-n(^s) 



sich in der Folge als wichtig erweisen. 

Nach Bestimmung der .Constanten haben wir nun voll- 
ständig:*) 



*) Jacobi. Fandamenta nova. pag. 88. 
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IIb sin am ti = —^ sin -^ /*/ 

■^^ 1 — 25^ COS -j^ + q 

18.a) c.an.u=^ßL cos |"- S 1+^^ cos^- + , __ 

^_ ^. l+2ö' COS -£r+q 

1 1 — 25' COS -^-{-q 



Vierzehnter Abschnitt. 
£ntwickelung der elliptischen Functionen in Beihen. 



§55. 



du sin am u cos tun {K — u) 
d log^ cosomtt sin am« ii amt< sin 



Um aus der vorstehenden Entwickelung der elliptischen 
Functionen in unendliche Producte Entwickelungen in unendliche 
Leihen abzuleiten, bedient man sich mit Vortheil des Mittels der 
lögarithmischen Differentiation. Nun ist aber: 

f j Q. rf log sin gm« cos amudamu ib'cosamK 

U9.a) . ^ — - ^ ,^ , 

' du cos/zmu sin am (a — u) 

r j Q , X d log ^ amu k^ sin am u cos «m u 

' ' * du dmnu 

= — Ar^ sin am u sin am (K^— u), 

'^cnn man daher die obigen unendlichen Producte unmittelbar 
"^Urch den Logarithmus hindurch differentiirt , so erhält man nicht 
*^^ohl Reihen für die einfachen elliplischen Functionen selbst, 
^Ib vielmehr für Combinationen derselben. Man kann aber solche 

Duregr, eliiiil. Funclioiien. 24 
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Ausdrücke biltleii , welclic logaritliiniscli ditreieiitiirt zu den ein- 
fachen Fuiictioiieii ffiliren. Solche sind: 



/q . l/l — sinamu j/^ — cos am n -|/l — 

^ ^ y l^^xnmmi r 1 -}- cos firw m f I + 



— d amu 



■ d amu 

Es ist npndich: 



d /. -j/l — 8in«/«w\ _ * j rflog(l -- Hintvnu) 
du \ ^ r 1+sin«/««/ ^ du 

^ d log (1 -|- sin amu) 

j icosamu damu (io^amuämui 

' ) 1 — smamu •" l-j-sinflniMl 



C08 entlud am u A am u 



coa^ amu 



(21) = — rr- ^ = — cosecamfÄ"— «) 



d^ 
du 



/| ^/l — cos «;» ?i\ sin amu dam if damu 

\ ® f 1 + cos am u) s\v?a:mu sin amu 



(21. a) = p^£? : = k' sttcam{IC — u) 

/«.-• i\ ^ f 1 f/l — damu\ k^ sin amu coB amu . 

21. b -^ (log y TÄTJ— 1 = ZT-^Hi = COtgöWM 

^ ' du \ ^ r \-\-damu/ k^sm^amu^ ^ 

^-- k' tg öw (Ä^— w). 
Man erhält also zunächst Reihen ITir die Functionen 

~ Yjy ^ » /- i? \ » tg am IK — u). 

s\n am{K — u) cos am (K — u) ^ ^ ^ 

Setzt man in diesen IC—u statt m, so gehen sie, abgesehen von 
den constanten Coefficienten, luber in 

_ ^ , tg am w. 

sni amu cos amu ^ 

Setzt man darin aufs neue ti -f lAT' statt t/, so wird man nach 
den Formeln des § 10 auf 

»in amu i irr \ 1 

sin am t/, —-. od. cos am iK—u), 



damu ' " ^ '* damu 

gefuhrt, und wenn mau noch einmal K — u statt u setzt, auf 
sin am [K— u), cos am u, ~ - — -^ 



d am {K — m) 

Endlich erhält man auch ^ am u, wenn man iu cotg amu 
u -|- fX' statt u setzt. 
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Um null aber nach diesem Schema verrahreii zw I 
müssen zuerst die Ausdrücke (20) in Factorcn zerle^i 1 
«Jamit man sie naeh den Formehi (18) in unciullicht' ll 
entmckeln kann. I 

Aus den Formehi 21) und 22) des § 29 folgt ilil 
\ision I 

I — Bin a m(u-\-v) (cos am p - sin am h J am v)* I 

1 -f- sin am (u -f~ f ) (^os am u + sin am v J am m)' * I 

und i^enn man darin ü =:= u setzt und dann u staM 3 
auch ^u statt u schreibt, I 

1 — ainamu /coiam^u — s'mam^u Jam^u\^ I 

l-|-8inaMM \^co8am^u-]^slnam^u Jam ^iij I 

<— — ,- sni am Aw> 

y1 nni X 1/ ' 



/ 



— — / sni am Aw\ 

coaamiu . . ,1 

— — ^- + SUI am hu/ 

xnamu 8inö;w(iM-)-Ä) — a\\\avi\u 



Wendet man alsdann hierauf die aus den Formeln 4) itinll 
§ 29 folgende Relation I 

sin am (a? -J-y) — sin am (x — y) sin am if cos am x J mtm 

%mam{x'\-y')'\-a\nam{a: — y) sin am x coa am y ^ ittuM 

an, indem man I 

o: = 4 (u + üf), y = i ^ I 

setzt, so erhält man I 



/ 



i — svtLomu sin atn\K cos am\(u'\'K) dam \{u^i 

l^aSskomu aiXiam\{u'^K)coaam\k Jam\K 

und weil nach § 10 

\%am\K = j/^, ^ am JA^ = f/k' 

ist, 

. . -|/i — sinojRu 1 CO» «wi -J^(w -)- A) ^ /////{(//+ A I 

\ZZ) y l + sinöwiM k' sinflw^fw + A) 

In ähnlicher Welse erhält man aus 25) und 20) ;§ 20 

1 — C08 amiu-^-v) /sin am u damv-\'üu\ am v J am it \ * 

l -[- cos am {u + v) y cos am u -\- von am /• J ' 

11* 
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und wenn man darin v = u und dann ^u sl^tt u sclzt, 



fg.^. -,/l —coaatnu ain_am^u_J am ^u 

^ i ' ' y l-|-cos/7mu QOsam\u 

Endlich erliält man aus 27) und 28) § 29 

1 — -J flüM (i/ -|- ü) k^ sin* {am u -}- am v) 

1 + z/ fliw (m + v) {J amu ^ d amvf 

also ebenso wie vorhin auch 

,g... ^ /l — J am u k sin am l^u eos am^ u 

\ } ' ' y X^/jamu dam\u 

Die in den Formeln (22) , (23) , (24) enthaltenen Ausdrücke sind 
nun nach den Gleichungen (18) leicht zu bilden. Zuerst erhält 
man 

A m M 1+2^ COS ~ + q 

cos am u J am u , f nu f f i ^ A ' 

si^ämV ~ ^ ^"'^° 2k 11 ~ ^ 2h-\ 1^ 4A-2 

1—2^ COS -j^ + $ 

1 + 2^ cos -^ + ö- 

i—2q COS ^ + Ö' 

und da die Symbole 2ä — 1 und 2ä vereint alle ganzen Zahlen, 
die Symbole Ah — 2 und Ah vereint aber alle geraden Zahlen 
darstellen, 

1 I O ^ «M 2Ä 

i^OBamuJamu ^ ;l' . , '^ TT _J_ ^_^'^_Z^ ll_ 
8in^z< ~" ^^^ 2K 11 . ^ h nu ^ 2k 

l —^q cos ^+5^ 

Darin hat man der Gleichung (22) gemäss J {u ^ K) statt « 
zu setzen, dann ist 



cotg -^-i = cotg (4 + 4-^J = V - 



3KK 

nu 

+sin 2jf 



^^^ n{u-\-K) /n , nu\ . nu 

C03 — 2^ -^ = COS (2 + 2]r) = - «'" 2*' 

also erhall man 
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/t-i 



— sin am u 
sin amu 



^-«■"2jr . TT l-2g sin^ + g 

l+8in.^ 1 + 2? sm ,j^ + q 

unso ergiebt sich ferner aus (23) und (24) in Verbindung 

. (18) 



a) 



/i 



n 



1 — 2g COS ^+3' 



1 — cosomu , «M f / 2K 



1 +C08 «..« - 4K ±± ^^ ^2k ^^^ «. ^^4Ä 

1 + 27 COS ^+q 



^ 2Ä — 1 «M . 4A - 2 

1 — 2g COS ^+q 



..b) 



/ 



1 — d amu 



\'\' d amn 



^ 2k nu . 4Ä 

1 — 2g cos 27^+ g 

;; ^ 2Ä— 1 nu . 4A~2' 

1 - 2g ^'^S 2i^+^ 

. ^ 2Ä WM . 4Ä 

1 + 2g cos 2jf + g 

^ . ^ 2Ä~l «5r~ 4F=^2 
l+2g cos2]f + g 

Nach diesen. Vorbereitungen kann man nun aus den unend- 
len Producten durch logarithmische DifFcrentialion Reihen ab- 
en, und zwar auf doppelte Weise. Nimmt man nämlich auf 
Jen Seiten die Logarithmen und differentiirt alsdann, so erhält 
1 eine Entwickelung in Partialbrüche ähnlich den im' § 35 
„Fundaraenta" unter 6) und 7) gegebenen Entwickelungen, die 
1 auch durch directe Zerlegung der unendlichen Producte in 
tialbrüche erhalten kann. Dies auszuführen, nehmen wir hier 
tand. Dagegen werden wir eine zweite Art näher erörtern, 
darin besteht, dass mau, wenn man die Logarithmen auf bei- 
Seiten genommen hat, zuerst diese in ihre Reihen auflöst 
1 dann differentiirt. Dabei werden wir aber, da die auszu- 
renden Operationen sich in ähnlicher Weise bei den verschie- 
en Functionen wiederholen, nur einige derselben wirklich 
nickein. Diese Entwickelungen mögen dann als Muster für 
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die übrigen in den „Fundamenten" gegebenen Formeln dienen. 
Zuerst behandeln wir die zweite der Gleichungen (18) und (19)* 
Nimmt man von der zweiten der Gleichungen (18) den Logarith- 
mus, so erhält man 



(26) . 



log COS am u = log ^_ — -f log cos ^ 



2K 



<x> 



CX) 

— >i log (1 —1q cos -j^ + g ). 



Setzt man zur Abkürzung 
so ist 



nu 

2Ä^ ~ ^' 



rt nu 2ia? . — 2?a? 

2 cos -^ = e + e 



1 + 2y cos -^ + 7 =1 + q 



+ e~ 



)+2 



. , 2Ä 2ta?.. , . 2h —2ix. 
= {l+q e ) [1 + q e ) 



. n2h~-l nu , 4Ä-2 ^ 2h— \ , 2ia? , — 2ia:. , 4Ä-2 
1— 2(? cos-^ + ^ =1—^ (^ -re ) +5' 



/^ 2Ä — 1 2ix. f. 

= (1 - ^ ß ) (1 



2Ä — 1 —2ix. 
? ß )» 



folglich 

lo^' (1 + 2g cos -^ + ö' ) 

, f^ , 2h 2ix. , , /^ , 2Ä — 2ta?v 
^ log (1 + ö- 6 ) + log [1 + q e ), 

1^/4 ft 2Ä — 1 «w . 4Ä — 2. 

log (1 — 2q cos ^ + g ) 

, ,, 2Ä — 1 2te, , , ,. 2h — \ ^—2ix. 

= log (1 — gr e ) + log {i - q e ). 

Entwickelt man nun die Logarithmen in Reihen, indem man hat 

\o^{i + z) = z — ^z^ + ^z^^ ^z^ + .,„ 

log (1 -z) .^ - {z+ i z2 ^ ^z^+iz^ + ....), 

so wird 

. ^ /i , 2Ä 2ix. 
^og(l + q e ) 

2h 2\x , 4Ä 4ia7 , , 6ä iSix , 8A 8t£C . 

= 9' ^ — H ^ + ^ 5^ ö — n « + •••• 

I /^ I 2Ä — 2ta?v 
log (1 + g e ) 

2h —2ix , 4A — 4iaT , , 6A — 6ia; , 8A — 8te , 
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lind folglicti 

log {1 + 2q co^^ + g ) 

= 25^ COS 2x — lö' cos 4a: + f ^ jcos ßx — ^q cos &r + 

Setzt man jetzt für k alle ganzen Zahlen von 1 bis (3o und nimmt 
<lie Summe, so erhält man, weil 

ist, 

^ log (1 + jT^* cos -^ + j"**) 



f27) 



1 






l-y« Ä 2(1-17*) "- Ä ^ 3(1 -9«J ^"^ Ä 

Ebenso ist 

log (1 - ^ e ) 
r 2Ä — 1 2te , , 4A - 2 4w , , 6A — 3 6/a? , . 

1 ,^ 2A— 1 — 2ia?x 

log (1 - ^ « ) 

r 2A— 1 -2te , 1 4A — 2 — 4te , , OÄ - 3 — 6ij? . ^ 

== — {5^ « +^0^ ^ +iy e +....} 

folglich 

*Og (1 — 2ö' COS -j^ + ^^ ) 

r. 2Ä— 1 ^ , « 4A-~2 . 6A-3 ^ . 1 

==: — {2q cos2ir + |^ cos4a: + fg cos6.t+...} 

Und, daher 

oo. 

XI I /^ o 2Ä— 1 nu , 4A — 2v 

~ ^ log (1 — 2q COS -^ + q ) 

2q nu , 2o* -jr// , 2<7' -ttm , 

= r=T« •=«*' X + ijx-Y) •■"' ^ir + 3-(i-,i) *"»« 3 Ä + •••• 

Vereinigt man nun je zwei «nLspieciiende (ilieder dieser Reiiie 
Und der Reihe (27), so ist 

2(l-?0 "^ 2(l-y4) — 2 {\-q*) " 2 (1 + /) 

2g' _ 29»_ _ 2g»(l + g') _ _V__ 

3(1-7') "^3(1-/)— 3(1-?«) — 3(l-yS) 

_ 2^« _ V 2g4(i_g4) _ 2g« 

4(l-y^)"^ 4(i_^.;,— 4(1-9«) ~4(1+?*)' 
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und folglich erhält man 

2 '«g (1 + 2?'' cos f + y^*) 

CX) 
— >^ log (1 - 2g cos -j^ + g ) = j-f^ COSy 

und wenn man dies in (26) substituirt, 

log €os am u=^ log ^ ^ + log cos -^ + j-^- cos 

+ 2(4"?) *="' ^Ä^ + fli^)'^^T+Hi+^)'''''*K + r-^ 

DilTerentiirt man nun diese Gleichung nach u mit Benutzung der 
Gleichung (19. a), so erhält man 

sin am u d am ti\ 

(28) " 



nu 



cos am u 
sin am. u 



sin am (K — m) - 



n . nu , ^n ( q , nu . q^ . ««« 

Aus diesen Formeln gehen durch Einsetzen specieller Werthc 
die im § 40 der „Fundamente" gegebenen Reihen hervor, von 
denen wieder nur zwei als Muster abgeleitet werden mögeo. 

Setzt man in vorstehender Reihe u = y, so wird die linke Seite 
= 1, ferner wird dann 

. nu ^ , nu ^ . g.nu ^ . ^^nu - 

tg^ = l, siny = l, sm2-j^ = 0, sin3^==— i» 

.nu ^ . ^nu . 
sm 4y = 0, sm h-j^ ==1, u. s. w., 

also ergiebt sich 

(29) ?* = l+4/-^ £i +_£^ 2L-+ ..}**■) 

/2^\2 

Von Wichtigkeit ist es auch, eine Reihe für \n) ^^ "*' 

sitzen. Diese ergiebt sich, wenn man (28) noch einmal nach u 
differentiirt. Dann erhält man 



*) Vgl. Fundamenta. § 39. 7) 
**) Fund. § 39. 12) 
***} Fund. § 40. 4) 
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J^amu + *'» tg» am u = fö) Vv^ + ^ ^iU "'''' ' 

und wenn man darin t/ = setzt. 

In der nämlichen Weise lassen sich auch die übrigen 
§ 40 der „Fundamenta'' gegebenen Reihen ableiten, worauf 
nicht näher eingehen; vielmehr gehen wir nun dazu über, 
einfachen elliptischen Functionen in Reihen zu entwickeln, w 
die Rechtlang in zwei Beispielen vollständig durchgeführt 
den soll. 

§56. 

Wir schreiten zuerst zur Entwickeiung der Gleichung 
des vorigen §, welche uns, wie das daselbst aufgestellte Seh 
zeigt, zuletzt auf sin am u fuhren wird. Setzen wir wieder 
Abkürzung 



nu 



und nehmen in (25) auf beiden Seiten die Logarithmen, so 
glebt sich 



(31) 



, ^,_ 1- 2/ sin X + q^^ 
1^ 1+2$' sm o: + ^ 



Nan ist aber, da 2 sin a: = — i {e — e ^) ist, 

1 -2q Sin a; + g _ j + tq {e — e ) + 

^ I I o ^ • j^ '^^ ^ . h , ix —ix, . 

1 -i- 2q siB X + q 1 — ^9 {e — e ) + 

/^ , . A ia?^ /. . h — ix. ^ . . h ix ^ . h ■ 

= log ^^•^'VJ^^-V-J =iog^^^^ + H '--^ 



a. h ix^ f^ . . k — ix. ^. . h ix^^ < t ' h • 

—tqe )(l + tqe ) 1—tqe 1+tqe 



*) Fund. § 40. 8) 
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Entwickelt man jetzt die Logarithmen nach den Formeln 

log }f^ = ±2{z + ic=' + iz^ + ....}, 
so erliält man 

l-*9 e , U -ix , , 

^ . h — 10? 

und folglich 
, 1 — 25^ sin a: + ^ w ä . . 3ä . ^ 

+ * 5' sin 5a; — i^ q sin 7a: -| ^, 

mid wenn man die Summe für h von 1 bis <x> nimmt, 

-^^^ 1 — 2q Sin X + q 



Sk log 

^ 1 + 



z^r sm o: + ^r 



= - 4 {j^ sin a: — i j-^ sin 3a: + |^-^, sin 5a? - ...}. 
Substituirt man dies in (31), so ergiebt sich 



'^^/S-£^ = ^log(l - sina:) - i log (1 + sin a:) 
- 4 iiZTg sin o: — i j^, sin 3a: + ^ ^^si„ 5a: -....}. 
DifTentiirt man jetzt nach m, indem man bi^merkt, dass 



^.^ = .^ rfw 



ist, so erhält man mit Rücksicht auf (21) 

1 n ( l , 4g nu 

cos 



(32) 



5 

? 
Für M = ergiebt sich daraus wieder die Gleichung (29;- 



bt sich daraus wieder 
Setzt man hingegen K — u statt m, so folgt 



*) Fund. § 39. 14) 
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sin am u 2ä ^ . nu 1 — q 2h 1 — 

33) . i *"" 2Ä 

^ sin 5.f^ + ....}*) 

Aus dieser Reihe ergiebt sieb die für sin am u 
u + iiC' für u setzt, da nacb § 10 

■34) .... -: . . .,, ,- -= Ar sin «m u 

St. Nun ist 

^*° 2^ = - 1 ' [e 2/r _ , 

der, wenu man g' = e ^ und ^ = .w einfuhr 
slD ^^"+^'^ =-lt(i ix -\ -. 
^ ■ 2ia? 

1 ^ = -2.-^'" 



35) ^ 



2if ^ 1 — Ö' « 

üntwiekeit man diesen Ausdruck in eine Reihe nach 

1^ = « + ^ + ** + *^ +•■••. 

erhält man 

)ie übrigen Glieder der Reihe (33) sind, wenn n ei 
!ahl bedeutet, von der Form 

letzt man hier auch u + lÄT' statt u, t>o ist 



*) Fund. § 3«. 18) 
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Demnach 

(36) ^ sin 25^!^-^ = - 2,7^ e"'^ - ,-^ e"""}. 

1 — q^ 2a ^1 — q^ 1 — q^ ' 

Schreibt man aber die Reihe (35) in folgender Form 

in welcher alle Glieder von der Form 

sind, so sieht man, dass das erste Glied dieses Ausdrucks sich 
gegen das erste Glied des Ausdrucks (36) forthebl und das übrig 
bleibende die Form 

— 2t r^-^ [e —e ) = |-^-^ sin nx 

1 — q^ ^ ' 1 — q^ 

annimmt. Da nun für n alle ungeraden Zahlen zu setzen sind, 
so erhält man mit Rucksicht auf (34) aus (33) 






+ S -5- + ....}') • 



§57. 

Ausser den vorigen Reihen wollen wir nur noch die Reihe 
für A amu ableiten. Diese geht aus der Entwickelung der Glei- 
chung (25. b) hervor. Wegen (21. b) erhält man nämlich daraus 
durch die logarithmische Differentiation cotg am u, und dann, in- 
dem man u + iE' für w setzt, A am u. 

Nimmt man in der Gleichung (25. h) auf beiden Seiten den 
Logarithmus, so erhält man 



*) Fund. § 39. 19) 



ischn. XIV. Enlwickclung der ellipl. Fiiiictuuicn in Rcilicii. § 5' 

•^ {log (1 - 2y^* cos ^ + /*) + log(l + 2*'^^os.f^ 
-log(l-2y2*-'co«g + /*- •^) 

tzt man zur Abkürzung wieder r^ = o:, so wird 
d dann 



2nu ix t^ — ix 

COS ^ = c + e 






— = log 2l/q + log sni X 

<X) 

+ 2 {log (1 - q^^ e^) + log (1 - q^*" f- 
1 

+ log (1 + q'' e^) + log (1 + y2'' e— '^j 

1 /^ 2Ä — 1 ia?x , /. 2h — 1 — 

— log (1 — g e ) — \og[i — q e 

I /^ I 2Ä — \ ix. , /^ I 2Ä — 1 — 

— log (1 + g e ) _ log (1 + ^ e 

twickelt mau jetzt die sämmtlicheu Logarithmen in 
ch den Formeln 

CX) 



Ig 1 + z) = z - 4 z' + i r» - .... = -|^(_i/ 

1 
ist 
/^ 2Ä tov j^ , /. 2A — ix. 

— "^ ^T ^ {e + e J, 
1 

/^ t 2h ix. t ^ /^ I 2A — ix. 

Vi(— l/ 2Xh f lix , —Ate, 

1 « /< 2A— 1 u? , ^- 2A— 1 —ix^ 

log (1 — ö' ^ ; — log 1 — ^/ ß J 



cx> 



— ^ ^j q e + e 
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— log (1 + ^ ^ ) — log (1 + g e ) 

— + ^—J- ^ {e + e ). 

Addirt man diese Gleichungen, so heben sich alle Glieder, bei 
welchen A ungerade Zahlen sind, auf, und alle Glieder, hei wel- 
chen A gerade Zahlen sind, kommen doppelt vor; die uhrigblei- 
henden gehen daher, wenn man die Exponentialgrossen zugleich 
in Cosinus vei*wandelt, 

— j ^ COS Aa: + Y q cos Acc, 

worin für A alle geraden Zahlen von 2 an zu setzen sind. Setzt 
man daher A =: 2n, so sind für n alle ganzen Zahlen von 1 an 
zu setzen, und die Summe ohiger 8 Logarithmen liefert 

OO CX) 

-Ä*2;; (— ^ + ^)^^«2«a: = ^«- -^ 5r cos 2«^, 

.wovon der Gleichung (38) gemäss die Summe in Bezug auf h 
von 1 his OO zu nehmen ist. Da nun 

CX) 

ist, so erhält man, wenn man die Summation in Bezug auf h 
ausführt, 

-00 CX) 

^* ö ^ •• 1 4n COS 2«a: = ^« — rir. cos 2«ir, 

und demgemäss ist 

CX) 

j,^^^^ = log 2/y + log sia .. + 4^«1 i:gs cos2«= 



•og/g 

= log 2}/q + log sin o: + 4{i j^, cos 2x + ^- ^^-4 ^os 4a: 

Ditrerentiirt man diese Gleichung nach t/, indem 
ist, so erhält man wegen (21. b) 



c^ar = ^ du 



CX) 

cotg am u = ^{ cotg a: — 4 ^ 14-""^ ^*" ^"^ ^ 
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oder 

( . n t . nu 4ff* . nii 4y* 

icotg am u = j-^ {cotg ^ - j^. sin ^ - ,-^-^, 

I 4tf* ^«M \ 

In dieser Gleichung hat man u + iX' für u zu setze 
J am u zu erhalten; denn nach § 1(\ ist 

cotg ÄW (m + lA"') = — i ^ am u. 

Setzt man also ^ ^",7^ — - = iCi und .^ = a*, so 
man 

CX) 

(40) -^i^amu = ^{ cotg o:, - 4^ y^„ sin 2 

Nun ist 

nu . griiC' niK' , 

also 

^1 =- 2F + '^^ 
2/a:i 2te — 2u?, 1 —2ix 



e ' z=: q e , ö ' = — e 
folglich 
sin 



2nx^ = -\t{e '-e ') = -\t{q e —-i 

1 + 9^** ^ + y''* 1 + ^2" 

und 



(41) 



-4 y.-^ 



'J^ sin 2«a:, 



Ferner ist 



oo 
-«p M + yf ^ 1+j«» "^ ^ 

1— c ' 1 — «^ c 

und weil 

J- = 1 + 2 + 2-^ + «3 ^- . . 
ji-^ = 2 + j2 + ;,3 + ^4 + _^ 

also 

j^ r.- 1 + 2 fr + «2 + z» + ....) = 1+2^ 
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cotg Ä-, = — I { 1 + 2 ^ / ^ ***} 

Addiit man nun lüfsrs zu 41 . um den Ausdruck 40 herzustd- 
Im. $0 hcln sich d» Glied 

fort, und wan erhalt mit Fortbkssun^ des hciden Seiten gemein- 
»iuilttichen Factors — i 

43 ^«• = ^{i+i^^<*f+i-S?«^^f 






Mkit IMhe hal w«rh KrsiMnIcrf 

JWKi ar l i i Kh hilf jrM fcwi <«w Reibe für «■ « -Mnitn kann. 



4» £m% ^ 



i»^ ^ t«4illl UMi «»rk 



4Miab=r f Jl am 1. Ab.. 



• |>iiiii; ^ Wi. t»> 
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2y .!« ?« J. -V„ sin 2^ 



(43) 






,Tfe-3^ + 



^*) 



Diese Reihe bestaügt die im § 7 gemarlittii BeuHrknl 
über die Bescbaffenbeit der Function am u. Sio besülu näil 
aus einem mit u proportional wachsenden pig, 2. I 

Gttede 1^,- welches die durch die Puncte 

A, B, C, etc. hindurchgehende Gerade dar- j^ ^ 

stellt, und einem periodischen Theile, durch 4^^[_1 
welchen bewirkt wird, dass die Curve für ^' '^' 

am u sich wellenförmig um die erwähnte Gerade ^chJingL 



^ I 

9^\ 



jK 



§58. 



Die im Vorigen ausgeführten Rechnungen mögen als m 
für die Entwickeiung der elliptischen Functionen in Iteihf'ii 
Den. Um aber die Uebersicht zu erleichtern, sollen im fJ 
den sowohl der Gang der Entwickeiung, als auch die wichtig 
Resultate noch einmal zusammengestellt werden. 

Den Ausgangspunct bilden die Formeln (25) des ^ 
nämlich 



^/l— sin amu -^/ ■* 

f l-f-sinunitt T 



sm 



2A' 






V 



1 + sin 2^ 



N— 

'" -' -^ 1 + 2/ Sil. r 



2A^ 



1 — cos atn u 



1 -^ cos am u 



9l 



(l+2g cos ^. + 5' ) (1—20^ *"s^+^l 



?^ 



1- -^ out tf 

CX) 



\yq Sin 2^ 



f/ 



(1- 



2K 



^ 2h nu 
-2q cos^^ 



2K 



4A^ 



2A 



^ ) (1 + 2$ lüs-- 



2A' 



(1— 2ör cos— + g )(l+2^ ens- 



2A 



*) Fund. § 39. 24) 

Da rege, ellipt. Fnnclioiicn. 



15 
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Die logarithmische DilTerentiation der linken Theile ergiebt 
nach (21) 

d 1 i/ l — sin am u 1 

du ^ f 1 -|- sin flwi u 



i^Y'vi 



— cos am u 



sin am (K — u) 



du 



cos am u cos am {K — u) 

, -./i — d amu . 

*og y , . . = cotg am u, 

^ f \ '\- J amu ^ 



Die im Vorigen auseinandergesetzte Behandlung führt daher zu- 
nächst auf Heilien für 

-: 71} :, TF ^» COtg am M. 

sin mti {K — u) cos am{^K — u) ^ ^ 

Alsdann zeigt die folgende Tabelle, wie man durch Substitutionen 
zu Reihen für die übrigen elliptischen Functionen gelangt. 





1 


1 


cotg am u 




sin am{K — u) 


cos oin (K — u) 


im Vorigen K—u für 
u gesetzt: 


1 1 


tg am u 


sin am u cos am u 


im Vorigen u + iK' für i . , ,, x 

sin am u cos am (IC—u) 

u gesetzt: ^ ' 


1 


d amu 


im Vorigen K—u für! . ,^, x 

sin am[K—u) cos am u 
u gesetzt: ^ ^ 


1 


dam(K-u) 



Die Reihe für ^ am u folgt aus der für cotg am u durch Sub- 
stitution von u + ilC' für u. 

Die wichtigsten sich ergebenden Reihen sind folgende: 



sin am u 



JL_/ii5! 



2kK U- 



4K? 



., ^"^2^ +1-^ 



sin 3 2^ 



l-g> 



+ 'r^.si„5,f + ...} 



n (^Vq nu . 4 Kr/' ^nu 

cos am « = ^ {,-^ cos ^-^ + ^ cos S^^- 



+ ?• 



z/ «m « = 2- {1 + j_i?-, cos — + ,- 

I 4o' ^ nu , \ 

+ 1 +,««=»*' 3 -*+...} 



4ö* g. «li 
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1€U 

+7«™' A- ^ i+j«""-^ 



4q^ . n 't< 

__i ein Q 






1 n ( \ , 4q , nu , 4q^ . ^ nu 

n am u 2/r ^ . nu ' i—q 2a ' 1 — o^ 2ä 






n ( i 4q nu . Acfl ^ nu 

= TCTTT' { Ta cos ^rjr + r-^. COS .3.7^ 

Ik K y nu 1 + ^ 2ä 1-hfl'* 2/C 

COS .TTF 
2A 



. W / . WM 4flr' WM 4a* . Ä WM 

cotg «m « = ^ { cotg -^. - ^, sin -- _ ^ s,n 2 ^ 



. «.WM 1 

.sin3^- ...} 



Zur Ermittelung des Werthes von q für einen gegebenen 
lodul k existiren bereits Tafeln; eine kleinere hat Jacobi der 
m 26ten Bande des Crelle'schen Journals enthaltenen Abhandlung: 
,Zur Theorie der elliptischen Functionen" beigefügt; eine ausge- 
lehntere Tafel für q enthält die erste Lieferung von MeiüseTs 
Sammlung mathematischer Tafeln (Iserlohn. 1860). 

Ein ausgezeichnetes Hülfsmittel zum Uebergange von einer 
elliptischen Function zu einer anderen bietet auch die Versand- 
ung von q m — q dar. Da aber 

q =. e~''lc 
ur alle reellen Werthe von k und k' positiv bleibt, so ist er- 
lichtlich, dass os nur für imaginäre Moduln negativ werden kann. 

^un haben wir § 24 gesehen, dass die Verwandlung von k m-j- ^ 

15* 
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den Uebergang von k' in — , von K in k (IC + iIC') und von K' 

in ArÄT' nacli sich zieht. Vertauscht man darin k mit k\ so folgt 

auch, dass gleichzeitig 

, . ik 
k m ^ 

k' 1 

'^ " k' 

K „ Är'A^ 

übergehen. Setzt man aJso -, statt Ar, so verwandelt sich — »y 

Ar' (JST' ± iA') AT' -- . .,,. 

in — ^ jTk = —x-^ + tn, mitmn 



oder weil 



in e^^'Te-^''', 



e^ = — 1 



ist, in — q. Demnach entsteht —q aus q dann, wenn k in 

ik 

j7 übergeht. Vertauscht man nun auch in den Formeln (13) <le^^ 

§ 24 Ar mit Ar', so verwandeln sich dieselben in folgende: 

/,f ik. k' sin am u ,,- » 

Sin am [ku, .,) = — j = cos am (K — u) 

^ k ' d amu ^ ' 

/,/ ik. cos am u . ,-- v 

COS am [k u, -p) = —r = sm am (IC — u] 

^ * k ^ d amu ^ ' 

/l am [k'u, \j) -^ — = -p J am ik — u) 

^ k ' d amu k ^ ' 

ik 

tg am [k'u, T/) = Ar' tg am M = cotg am {IC — u). 

Diese Formeln zeigen, welche elliptische Functionen durch die 
obigen Reihen dargestellt werden, wenn man in diesen —q 
für q setzt. Wenn man nämlich gleichzeitig auch u in k'u 
übergehen lässt, so bleibt der in sämmtlichen Reihen vorkom- 
mende Ausdruck ^- ungeandert, denn aus IC wird Ar'A^, folglicfc 

nu 
aus — 

Ttk'u nu 

Man hat daher wirklich in .den Reihen nichts anderes zu verän- 
dern^, als q 'm — q uhei*gehen zu lassen , und nur bei dem vor 
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«u Reihen stehenden Factor auf die Vertauschung Rücksicht zu 
tebmen. Auf diese Weise entstellt z. B. aus der Reihe für 

1 am u sogleich die für -; . 

^ J am u 



FUn&elmter Abschnitt. 
Beihenentwickelimg für die zweite Gattung. 



§59. 

Die elliptische Transcendente der zweiten Gattung, E{u), war 
lach § 18 

u u 

E{u) =: I jd'^ am u du f= / (1 — Ar* sin* am u) du. 

Is kommt daher darauf an, eine Reihe für sin* am u herzustel* 
*ii. Diese hat Jacobi durch Quadrirung der Reihe (37) § 56 für 

in amu ermittelt.*) Setzt man wie früher ^ = ^f so kaw" 
lan die Reihe (37) schreiben 

sm am u = .^ { l^T ^*" ^ + iir~% ^*" ^^ + l--a^ ^*" ^^ 



l) 



+ • • + J^ir Sin (2Ä~1)^ +...}. 



'9 

^urch Muitiplicirung dieser Reihe mit sich selbst erhält man lau- 
er Producte von der Form sin mx sin px, weim unter m und p 
iQgerade Zahlen verstanden werden. Nun ist 

sin [y + z) sin (y — z) = sin* y — sin*;^, 
Iso wenn man y + z = mx, y'—z=px und daher y = ?LX£ ^^^ 
= "^2^ ^ setzt, 
l) . . Sin mx sin px = snr ' ^ x — sm* — — ^ a:. 



*' 



) Fundain. § 41. 
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woriD, da m und p alle möglicheD imgeraden Zahlen bedeutea, 
m + p and m ^ p alle mdglicben geraden Zahlen, "2^ ^''^ 
mögliehen ganzen Zahlen ^exclusive 0), und "T"^ auch alle mög- 
lichen ganzen Zahlen (inclusive 0) bedeuten werden. Die Qua- 
drirung der Reihe für sin am u wird daher die Differenz zweier 
Reihen liefern, ?on welchen jede die Quadrate (der Sinus alier 
Vielfachen von x entliält ; also wird die Reihe für sin^ am u fol- 
gende Form annehmen 

A^ sin^o: + A^üd?%x + A^ sin^3« 

+ . . . + ^j, sin* nx + . . . 

— B^ sin* X — ^2 sin* 2ar— B^ sin* 3a: 

— ... — B^ sin* «a: — . . . 

worin die Coefßcienten A und B zu bestimmen sein werden. Um 
den Coefficienten A^ zu bestimmen, setzen wir —^ = «, so- 
dass p = 2n — m, m = 2n — p Ist, und können dann leicht 
ermitteln, welche zusammengehörigen V^>rthe von m und p zur 
Bildung der Zahl n beilragen. Es wird nämlich 
förm = l p = 2n — 1 

m = 3 p = 2n — 3 

m = 5 ;»:^2it — 5 



(3) ™.«.= (%Q)' 



m = 2« — 1 p = 1. 

Dies zeigt, dass zur Bildung von n nur die endliche Anzahl der 
Werthe 1, 3, 5, .... 2« — 1 von m beiträgt, weil für grössere 
Werthe von m keine entsprechenden Werthe von p mehr vor- 
handen sind. Ausserdem sieht man, dass jedes Paar zusammen- 
gehöriger Werthe von m und p, z. B. 1, 2« — 1 ; 3, 2n — 3; 
etc. doppelt (das zweite Mai nur in umgekehrter Ordnung) vor- 
kommt, mit Ausnahme desjenigen Paares, bei welchem m z= p 

ist. Da nun sin mx und sin px resp. die Coefficienten q und 

y— ^ 
1 haben, so kann man den Coefficienten A^ von sin nx aus 

1-/ 

den Coefficienten der Reihe (1) mit Berücksichtigung von (2) so- 



gleich bilden. Nämlich man erhält 
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_ J_ _i 



,«-1 



7 1 



p«-2 



^»»^ 1 



(4) ^n — i— p^Tii + 1=:^ j__ 






Setzt man zweitens zur Bildung des Coefficieiiten BA 



m — p 
2 

SO ist m = 2n -f p, also wird 
für p = 1 
P = 3 
P = 5 



= n. 



tn = 2n + 1 
m = 2n + :] 
m = 2« + 5 



Hier tragen also zur Bildung der Zahl n alle Wertlie von p I 
5, 7, ... bis ins Unendliche bei. Quadrate kontmi^n hiel 
\or, da niemals p :=: m sein kann; die Producte sind ilutl 
zu verdoppeln, und man wird erhalten I 



(5) . . 



»■ = ^(l^ ■ d 



,*"-+-• ' 1— y» ■ I_„^'M^' 



?* 



1-?' ■1-0*''+* 



lüTL + 



Der vollständige Coefficient von sin'^ noc in der Ucihe (3) 
dann 

A„ — B„, 

Um denselben auf seine einfachste Gestalt zu hritigeti, s 
man die Gleichung (4) zunächst so 






.Jfl— 3 



+ .... 



i__ _ 1 . 



und transformire jedes einzelne Glied nach der ideiitbchel 
chung I 

SO erhält man I 

und da nun in jedem in Klammern geschlossene ti Gliedc I 
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sten Glieder dieselben sind, wie die zweiten Glieder» nur in um- 
gekehrter Ordnung, und die Anzahl aller Glieder = n ist. 

Zur Umformung von ß^ schreibe man die Gleichung (5) 
und benutze die identische Gleichung 

y = _J_ /_v L.\ 

(l-y)(l-i) i_±V-» 1-V' 

so erhält man 



-9 

l^y-^'-^l l-y^'^3 l-y-^^+S 



welche Reihe zeigt, dass von dem Giiede - ^ .^^^| an alle GImj- 

l—y 

der sich zerstören, sodass sie eine endUchc Reihe wird, nämlich 

Subtrahirt man nun dies von (6), so ergiebt sich schliesslich 
J -B -^^- 

-«/i — -^n 



Nun ist nach (3) 



i-i" 



sin^ am u = f 2Ä]f ) ^^ 9 ^^ (^^ "~ ^«) ^^"^^ '*^' 
also erhält man 

sm2 am M = (^.^ÄA'j lö^« T^T^ »i«' "äZ 
1 ^ 



2xu 
■iX 
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Darin kann man noch statt der Quadrate der Sinus 
einführen, indem 

sin* nx = ^ (1 — cos 2nx) 

ist; dann erhält man 

oder, wenn man der Kürze wegen 

setzt, 

(8) sin'-« = (ä&Jj^-8^rr7r-'" 

+ r^ '^»^ -K 

Anmerk. Aus sin* am u erhält man auch ein 
— = , wenn man log sin am u zweimal nach u 

sm» am u ^ 

denn man hat 

d* los am am u 19 • •> 1 

s— -= = Ar sin' am u r-i , 

(tur aiir am u 

also 

1 >9 • 9 d^loe Bin amu 

sm* am u du* 

Man braucht also nur die Reihe für log sin am 
nach u zu differentiiren und von der Reihe (8) abzu 

eine Reihe ffu^ -r-i zu erhalten. (Vd. Fundamei 



§ 60. 

Vermittelst der Reihe (8) erhält man nun sofort 
für E{u); denn zunächst wird 
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und daraus ergiebt sich durch Integration 



nnu 
-■^n ««• T- 



(9) ^M = [i-(2^p]« + g^^ 

Setzt man darin zunächst u^= K, so erhält man auch eine Reihe 
für das vollständige Integral der zweiten Gattung E{K) oder E, 
Es verschwindet nämlich der unter dem Zeichen 27 stehende 
Ausdruck, und man erhält, 

(10) .... E=.[l-(^^'C]K, 

oder wenn man für C seine Reihe (7) substituirt, 

(.1) ^ = *--(^)'8*:|jJ^ + j^ + jiL+...|. 

Hiedurch ist ein Mittel gegeben, E aus k mit Hülfe von g und 
K zu berechnen. 

Nimmt man nun E als bekannt an, 'so kann man auch C 
durch E ersetzen, denn da aus (10) folgt 

• - {Sfo = |. 

so erhält man aus (9) 

(12) . . ^(«) = |„+i|^^„sin^. 



Den periodischen Theil dieses Ausdrucks hat Jacobi*) als eine 
neue Function eingeführt und mit Z bezeichnet, indem er setzte 



4« '^:^ Q nnu 



An i q . nu , q^ . 2nu 

, q^ . Znu , "I 

welche die Stelle der Transcendenten E{u] vertritt und mit ihr, 
wie aus (12) folgt, durch die Relation 

(14) E{u) = ^u + Z{u) 

verbunden ist. Man bemerke zugleich die Formeln 



*) Fandamenta. § 47. 
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Z{o) = o; Z(IC) = 0. 
Z{u + 2ür) = Z{u) 
Z(-ti) = -Z(i/). 

Fährt man auch in (8) die Grösse E statt C ein, indem 

aus (10) 

folgt, SO erhält man 



Sechszehnter Abschnitt. 
Beibeneutwickelung für die dritte GattuDg. 



§61. 

Die elliptische Transcendente der dritten Gattung ist nach 
Jacobi's Bezeichnung (§ 20) 



w 

r-, / \ ik^ sin am a cos ama d cana sin* i 

11 (w, a) z=: I i Ti-T-i :-i 

^ ' ^ 1 — Ar' sm' am a sm* a/n u 



_ lU 



Durch zweimalige Differentiation derselben nach u wird man auf 
schon früher in Reihen entwickelte Ausdrücke geführt. Man hat 

nämlich 

, ^. dn(u,a) A:* sin gm a cos ama d ama sin* am u 

^ ' du 1 — A:* sin* am fl sin* flwi M ' 

und wenn man noch einmal differentiirt, 

d* n {u, a) Ar* sin am a cos ama d ama 

dw* (l — Ar* sin* am a sin* am m)* 

. {(1 —Ar' sin^am a sin^ am w) 2 sin am u cos am u d amu 

+ 2Ar* sin* am a sin^ am u cos amu ^ amu\ 

sin am a cos amu d amu sin am u cos ama d ama 



= 2Ä* 



1 — A:* sin* am a sin* am u 1 — Ar* sin* «« a sin* am« * 
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und datier erliäit man nach den Formeln 4) und 5) des § 29 

(17) — fi" = i^^ {^"^ ^^^ («* + «) — si» «'w {u — a)\ 

. /sin am (u + a) + sin am (u — a)\ 

= ^Af* jsin*öm(w-f a) — • sin^am(M — a)|, 

auf welchen Ausdruck man sogleich die Reihe (15) anwenden 
kann, indem man darin einmal u + a und dann u — a statt u 
setzt, beide Ausdrucke von einander abzieht und mit ^A:^ muiti- 
plicirt. Dadnrch ergiebt sich: 



"^^ = ®'4 j^ (-=^^-'— =^'> 



n 

1~^- 

Integrirt man jetzt zwischen den Grenzen o und m, weil, wie aus 
(16) hervorgeht, — -^^^ für u= o verschwindet, so erhält man: 

und wenn man nochmals, wiederum zwischen den Grenzen o 
und M, integrirt, 

X' 2l— /'ros '"'^"-"^ _ cos "''^"+''^) 



4« -^^pi 7 nna 



^ -^^ Q nnu nna 

- 2 ^,-7Tf::2;^ «^" -r ^^" -ir 



In diesem Ausdrucke ist das erste Glied nach der durch die 
Gleichung (13) gegebenen Definition der Function Z niclits an- 
deres als u Z (a), folglich hat man aucli 
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(18) 



K 



— COS —~r — -) 



= u Z(a) — 2 ^11 ^-^7— sm -— sin -^' 



Der vorige Ausdruck (18) lässt cioe wichtige Umwandlung 
, mittelst welcher 77 (w, a) durch den Logarithnius eines un- 
dlichen Products ausgedrückt werden kann. 

Es ist nämlich 

q" n , 3n , 5it . 

Yzr;prn = 9+9 +q + , 

n n 3« 5« 

— — 5-r: cos nx = — COS nx + — - cos nx + ^— cos nx 4- ,,, 
i — q^") « « « 

= ^ ^ cos fia: -f 



)) X* "T"^^ — 9r cos nx = ^ 

^S^— cos «o: + ^^ — cos ito: ff- . . . 



n 

^S*» ——«Sil 



erin kann man nun jedes einzelne Glied summiren. Bezeicb- 
t nämlich X eine ungerade Zahl, so hat jedes Glied der vori- 
n Reihe die Form 



2'r 

tzt man aber 



All 

cos nx. 



, / nix . — nia?v 

cos na: = ^ (6 -^ e ), 



i« — ^i« niVc . , xr« ^^'* — «la? 



ist 
er, weil 

* + 4*^ + ^^' + •••• = ^^ «" = - l«8 (1-*) 
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'^ ' ' cos »a: = — I log (1 - q'e'') - 4 log (1 - y'c"*""*; 



n 



= -ilog[(l-/Ö (1-/Ö] 
= - 4log(l-j^e^ + e-'^)+y«*) 

1 21 

Setzt man nun für k nach und nach alle ungeraden Zahlen, so 
einhält man aus (19) 

OD, rf 

>« ,, 2«x ^ös «•'^ = - 4% (1 — 2<? cosa: + q^) 
^7^ «(1— y ) 

— \ i«g (1 — 25'^ cos X + 7«)f 

— 2 l^g (1—2^''^ cos AT + q^^) — 

= - 4 ^log(l-27^*~^cosa:+5^*~^ 



1 



2Ä— I . 4A-2, 



= — 4 log J^{l—2g C(Hix + q 



Schreibt man also nun für x einmal *^" ^ ^ und dann *^ ^ . 

so ergiebt sich aus (18) 

, ^ 2Ä-1 n(u-a) , 4Ä-2 

cx) 1 — 25^ COS -^^ + ^ 

«0, 77M=.ZM + ll„ j^ ^ _^^,_. ^ ^, _^ ^^,, 

wobei bemerkt zu werden verdient, dass Zähler und Nenner die- 
ses unendlichen Products dieselben Functionen von resp. u-a 
und u + a sind , wie die Function von u , welche den gemein- 
schaftlichen Nenner der in unendliche Producte entwickelten 
Functionen sin am u, cos amu, ^ amu bildet. (IS) § 54. 
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Siebzehnter Abschnitt. 
Die Jacobi'sche Function. 



§ 62. 

Wir sind nun au dem Puucte angekommen, wo wir dieje- 
nige Funclion einfuhren können, welche man nach Jacobi all- 
gemein mit dem Buchstaben @ bezeichnet, und die wir, weil die 
Einführung dieser Function, durch welche sich sämmtliche ellip- 
tische Functionen ausdrucken lassen, zu den wichtigsten Lei- 
stungen Jacobi 's im Gebiete der elliptischen Functionen gehört, 
nach Dirichlet's Vorschlage die Jacobi'sche Function nen- 
nen wollen.*) 

Wir betrachten, um zu dei^selben zu gelangen, das Product 

TT /-i A 2Ä — 1 nu , 4Ä— 2, 

Jk£ (1 -2^ COS ^ + q ), 

welches sowohl den gemeinschaftlichen Nenner der Producte für 
sin am u, cos am u, d am u bildet, als auch mit den Argumenten 
u — a und xi + a in dem Ausdrucke (20) für 77 (w, a) vorkommt. 
Wir bezeichnen dasselbe vorläufig mit F[u), setzen daher 



*) In der GedÄchtuissrede auf Jacobi (Crelle's Joum. Bd. 52) sagt 
Dirichlet: Bedenkt man, dass die neue Function jetzt das ganze Gebiet 
der elliptischen Transcendenten beherrscht, dass Jacobi aus ihren 
Eigenschaften wichtige Theoreme der höheren Arithmetik abgeleitet hat, 
und dass sie eine wesentliche Rolle in vielen Anwendungen spielt , von 
welchen hier nur die vermittelst dieser Transceiidente gegebene Darstel< 
lung der Rotationsbewegung erwähnt werden mag, welche eine von Ja- 
cob i^s letzten und schönsten Arbeiten ist, so wird man dieser Function 
die nächste Stelle na<;h den längst in die Wissenschaft aufgenommenen 
Elementartranscendenten einräumen müssen. Auffallender Weise hat 
eine so wichtige Function noch keinen anderen Namen, als den der 
Transcendente O, nach der zufälligen Bezeichnung, mit der sie zuerst bei 
Jacobi erscheint; und die Mathematiker würden nur eine Pflicht der 
Dankbarkeit erfüllen, wenn sie sich vereinigten, ihr Jacobi's Namen 
beizulegen, um das Andenken des Mannes zu ehren, zu dessen schönsten 
Entdeckungen es gehört, die innere Natur und hohe Bedeutung dieser 
Transcendente zuerst erkannt zu haben, v 
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^M = /^/ (1 - 25^ COS -^ + ö^ 1 

1 

und ^vollen es iu eine nach den (Cosinus der Vielfachen von 
^ fortgehende Reihe entwickeln. Zu dem Ende suchen wir 
zuerst eine Relation zwischen F [u '\' 2iK') und F (ti) auf. Setzt 
man 

XU 

SO ist 

2 cos -j^ = (e + « ), 

also 

^ ^ 2ä— 1 mi . 4Ä— 2 ,, 2Ä— 1 2ia?v .. 2Ä -1 -2t>N 

1 — 2$^ COS — + jr = (i—g e ) [l—q e ), 

folglich hat man 

(, > f («) = (1 - « «'^) (1 - y^*«'"^) (1 - q'e"^) 

Setzt man nun u + 2iK' statt w, so wird 

_«(ii+2,jr)_ «fr 

^1 — -7 %K - — ^^~K~ 

2uc^ = 2ia: ^, 

folglich 

2ia:i 9 2te — 2uti i — 2tir 

Demnach wird 

F(u + 2iT') = (1 - gh^''') (1 - ^^e^**^) (1 -g'^e'^''') 



--« ){\-qe ){\—^e ) 



Es ist aber 



folglich iiat man aucti: 

(l-je-2-) (l-^e-2-) (1-^.-^).... 
und daraus ergieht sich durch Vergleichung mit (1) 
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F{u + 2iK') = — -i e"^'"^. 'F{u) 
>der 

Ttiu 
2) . . F(u + 2ir) = — je ^F{u), 
Nun setzen wir*) 

P (w) = ^0 + ^1 cos ^ + ^2 COS -*" + ^3 COJ 

ind wollen vermittelst der eben gefundenen R 
inbestimmten Coefficienten A bestimmen. Setzt n 
rorhin 

cos -^ = 1 (e + e ), 
!M) ist 

[3) F{u) = A,+ ^ A, e^^+ i ^3 /'^+ ^ A^ e 

Daraus folgt 

(4) -Le-^^Piu) = -^;e-'^-±;-i^ 

1q 
A^ — \ix A^ — 6ia? A^ 
~2i ^ ~2i ^ ~2q 

Setzen wir ferner in (3) m + 2iK' statt w, so 

i_ 1 2tar . ' 2ix , - 2ta: . 1 — 

gesehen haben , ^ mq e und « ui -y ^ 

Uch ist 

F[u+2iK')=A, + ^4 e^"^ +^\''^ + ^-^ 

A, -2ix j4, -4te ^ 
+ 2^ ^ + 2^ ^ ^2 

Da nun diese Reihe der Reihe (4) gleich sein 
man: 

- ^ = ^0 A,^-2qA 

-$ = ¥ ^a= + 2g*. 



*) Jacob L Fundamenta § 62 ff. 

Dnrege, ellipt. Fuuclioncn. 
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- |i = M A,= + 2?'% 



und demnach 

(5) . J5(l -2,'^-'c«sf + ,^-^ = Ä, (1-2, cosf 

+ 2q^ COS -j^ 2q^ COS — + 2^'^ cos -j^ . . .). 

Die in A^ muitipiicirte Reihe ist es nun, welche Jacobi als eine 
neue Function eingeführt und mit S [u) bezeichnet hat, sodass 
die Jacobi'sche Function durch die folgende Gleichung defi- 
nirt ist: 

(6) ® (w) = 1 - 2? cos ^ + 2^^ cos ^^ - 2^« cos ^ 

+ 2g^* ^^s If — • • • 

Darin sind die Exponenten von q die Quadrate der natür- 
lichen Zahlen, und daher gehört diese Reihe zu den am stärksten 
convergirenden Reihen, die es in der Mathematik überhaupt giebt. 

Die Jacobi'sche Function ist periodisch, denn sie bleibt un- 
verändert, wenn man u + 2K statt u setzt, oder es ist 

® (m + 2Ar) = ® (m). 

Sie ist aber nur einfach periodisch ; wenn man das Argument u 
um liK' vermehrt, so bleibt nicht unverändert, vielmehr er- 
hält man aus (2), da 

F [u) = A,, {u) 
ist, 

niu 

(7) . . ® (« + 2iK') = _ 1 e ^ ® («). ■ 

Für specielle Werthe erhält man aus (6) 

(o) = 1 -2? + 2s^ - 2?" + 2?'« — .... 

(8) .{ W = 1 +2? + 2?* + 2«» + 2?'« + . ... 
@{j\ = 1 — 2?* + 2?'« — 2j3« + 29«< — .... 



Abschn. XVIt. Die Jacobi'sche Function. 

Wir schreiten nun zunächst zur Bestiinmuii 
abhängigen Coefficienten Aq, Da derselbe jeü( 
hängen wird, so setzen mr A^^ = q) [q) und lial 

OD 

(9) Ja£ (1 — 2^ cos ^ + g ) =: 

Setzt man darin u = o und l^ = --- , so erhält 
-^^ 2Ä-L2 



1 

Nun zeigen aber die Gleichungen (8) , dass 

übergeht, wenn man darin q* statt q setzt. Dah 
die Gleichung: 



^ 



und folglich 



CX) 



= 77 



r (l-ö' ) ( 

Nun repräsentiren 4ä — 2 und 8ä — 4 resp. die Z< 

4Ä— 2.... 2, 6. 10, 14, 18, 22, 26, 30, c 

8Ä-4...- 4, 12, 20, 28, 

Fugt man diesen noch die Zahlen von der Forn 

8Ä 8, 16, 24, 32, 

so erhellt, dass die drei Formen 4ä — 2, 8Ä — ' 
genommen alle geraden Zahlen enthalten. Mull 

den vorstehenden Bruch un Zähler und Nenner 

wird man im Nenner lauter Factoren von der Foi 
und erhält somit 
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y(y) _ TTT ^^9 

Setzt man nun in dieser Gleichung aufs neue q* statt q, und 
fährt damit fort, so erhält man successive 

y (g*) _ T7T 1— y 









y (y^*; — 777' ^ — ^ 

^ir)- rl ^ 



32Ä 



Nun convergirt q^ mit >vachseudem n zur Grenze Null, folglich 

1 — (P zur Grenze 1. Ausserdem ist auch, wie aus (5) her- 
vorgeht, q> [o] = 1. Setzt man daher obige Gleichungen bis ins 
Unendliche fort und multipiicirt sie sämmtlich, so erhält man 

CX) - 

•^1 \—q 

Demnach ist nun vollständig 

-^^ 2Ä-1 nu . 4Ä-2, & {u) 



(10) IaI {l—2q cos ^ + y ) 

Setzt man darin u = o und u = K^ so erhält man die Werlbe 
von S{o), S [K] auch durch unendliche Producte ausgedräckt. 
Nämlich zuerst ist 

® (0) = _/7(l-/*-V^ (1-/') =//(!-/*-•) d-A' 

oder weil ♦ 

ist, 
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^^ 1+/ • 

as heisst 

an erhält ferner: 

= /j(i+/M(i+/M(i-/Y 



(tzt man darin 



4A-2 
, , 2Ä 1 1— Ö' 



, 2Ä-1' 

I kommt 

HO ist aber 

.— . t 2Ä ,_^ ^ 2Ä 



1_." "(,_,'», (!_,«-•) 



=n^ 



2Ä-1' 

-2 

SO aucli 

1+« 

id wenn man z = q^ annimmt, 

j7 „_,«-, = //-' 

iber erliäU man 

Diese ffir ö (o) und S (A") sich ergebenden unendlichen 
*oduete haben wir aber § 54 (15) geschlossenen Ausdrücken 
eich gefunden, nämlich 
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LI ^ , h—' r ^' il, 2Ä-^i \ , w^ r jr ' 

folglich ist nun, wenn man zugleich die Formeln (8) berück- 
sichtigt. 



(12) \ 



e (o) = }/'^ = 1—2« + 2?* - 2?» + 2*« — .... 



§63. 

Ehe wir zur Darstellung der elliptischen Functionen durch 
di(»> Jacobi*sche Function übergehen, wollen wir an einem Beispiele 
auf den Zusammenhang dieser Function mit der Zahlentbeorie 
aufmerksam machen. Dieser Zusammenhang entsteht dadurch, 
dass man vermittelst der Jacobi'schen Function zwei ganz von 
einander verschiedene Reihenentwickelungen einer und der- 
selben Grösse erhalten kann, und zwar Reihen, die auch. nach 
den Potenzen einer und derselben Grösse fortschreiten. Dadurch 
ergeben sich Beziehungen zwischen denjenigen ganzen Zahlen, 
welche die Exponenten der einen Reihe, und denjenigen ganzen 
Zahlen, die die Exponenten der anderen Reihe bilden. Diese 
Betrachtungsweise ist derjenigen analog, welche Euler in dem 
Abschnitte: „De partitione numerorum** der ,,Introductio in analym 
infinitorum" anwandte, um durch Vergleichung der Exponenten 
einer Reihe mit den Coefficienten derselben Sätze der höheren 
Arithmetik abzuleiten, eine Betrachtungsweise, die auch bei den 
aus der Theorie der elliptischen Functionen hervorgehenden 
Reihen anwendbar ist. 

Die Reihen, welche wir hier im Auge haben, sind haupt- 
sächlich die im § 40 der Fundamente gegebenen, von deqen 

zwei, nämlich die für und für f — ] im § 55 als Muster 

abgeleitet worden sind. Wir wollen nun die letzte derselben 

/'2K 
benutzen, um durch Vergleichung mit t|er Reihe (12) für y — 

den Satz zu beweisen, dass jede ganze Zahl die Summe 
von vier Quadraten ist. Da nämlich die Reihe (12) 



/'# 
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'^Ä= 1 + 2q + 2q^ + 2g» + 2q^^ + . . . . 



die Quadrate der natürlichen Zahlen zu Exponenten hat, so wird 
die vierte Potenz dieser Reihe aus lauter Gliedern bestehen, 
bei denen jeder Exponent die Summe von vier Quadrat- 
zahlen ist. Wenn man nun zeigen kann, dass die §55 (30) ab- 
geleitete Reihe 

alle ganzen Zahlen als Exponenten enthc^lt, so folgl der zu be- 
weisende Satz von selbst. Man muss also die in der vorsiehen- 
den Reihe enthaltenen Brüche in ihre Reihen auflösen und in 
der dann entstehenden Reihe das Gesetz der Fortschreitung er- 
mitteln. Dies hat Jacob i in § 40 der Fundamente mit allen 
dort vorkommenden Reihen gethan; die Ausführung der Ent- 
wickelung bei vorstehender Reihe mag wieder als Muster und 
zur Erläuterung der dort vorkommenden Betrachtungen die- 
nen. 

Entwickelt man in (13) alle Brüche in Reihen, so erhält 
man 

V'^/ j +2^2 _2gi +2(?« —2q' + 

+dq^ +Sq' +Sq^ + 

+ iq^ —4g« + 

+ ^q' + 

+ 6q' 

+ lq' + 

+ Sq^ - 
+9gö+ 
(14) = 1 + 8 [g + 3^2 + 4^3 + 3^4 + 6^5 + i2y« + 8g^ 

+ 3q^ + VSq^ + ...]. 

Es entsteht also eine Reihe, welche höchst wahischeinlich sämmt- 
liche Potenzen von q enthält. Da es aber der Fall sein könnte, 
dass vielleicht bei irgend einer späteren Potenz sich die Coeffi- 
cienten aufheben, sodass eine oder die andere Potenz doch in der 
Reihe fehlen könnte, so müssen wir das Gesetz der Reihe auf- 



V 
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* suchen, weil zum Beweise uuseres Satzes alles darauf ankonunt, 
nachzuweisen, dass in der Reihe (14) alle ganzen Zahlen als 
Exponenten vorkommen. 

Bezeichnet A^ den Coefficienten der Potenz q^, so ist 

(¥)'= > + "^ V 

Ist nun zuerst n eine ungerade Zahl, so tragen nur die Glieder 
von der Form -^^ -, in denen p ebenfalls eine ungerade Zahl ist, 
zur Bildung des Coefßcienten J^ bei. Es ist aber 



n 



1 — r 

Soll daher eine der in dieser Reihe vorkommenden Potenzen 
gleich q^ sein, so muss n ein Vielfaches von p, oder p ein 
Divisor der Zahl n sein. Es werden daher nur diejenigen Glie- 
der von der Form -^^—z zur Bildung von A^q^ beitragen, bei 

1 — yP 
welchen die Zahl p ein Divisor der Zahl n ist, und zwar wird 

jede solche Zahl p ein und nur ein Glied von der Form pq ^ 
liefern, nämlich dasjenige, für welches Xp = n ist. Der Goef- 
ficient A^ ist daher die Summe aller derjenigen Zahlen p, welche 
Divisoren von n sind (1 und n selbst mitgerechnet). Bezeichnet 
man also mit 9 (n) die Summe der Divisoren von n , so ist 

Ist zweitens n eine gerade Zahl, und zwar von der Form 2 p, 
wo p wiederum eine ungerade Zahl bezeichne, so können sowohl 

Glieder von der Form — ^ — auch als Glieder von der Form 

—^ (wo m ungerade) zur Bildung von q^P beitragen. Nun 

ist aber 

m .Ä 

I^Ll-^^y^rnq^^ 
1 — q^ ^^ 



2m^ 

_1m 



Abschn. XVU. Die Jacobi'sche Funcüon. S 63. 249 

Es muss daher in dem einen Falle m so beschaffen sein, dass 

hm = 2 p, nnd in dem anderen Falle so, dass 2 A m = 2 p 
werden kann, was in beiden Fällen nicht anders möglich ist, 

als wenn m ein Divisor von p ist, weil m und 2 relative Prim- 
zahlen sind. Für jeden Divisor m der Zahl p aber wird es eine 

Reihe von Gliedern geben, welche entwickelt dijß Potenz q^^ 
enthalten, nämlich nicht bloss die beiden oben angeschriebenen 
Glieder, sondern auch alle Glieder von der Form 

1 + .^"-' 

in welchen (i den Exponenten A ' nicht übersteigt. Denn setzt 
man zur Abkürzung - = a, sodass n = 2^am ist, so ist, weil 
man auch schreiben kann: . 

« == 2*« m = 2*""^« 2m = 2^""^« 4m ... = 2a2^""^m = a 2*m, 

mg'^ m . 2m . Zm , ^cem . 
^-— = mq + m q + mq + mq +... 

2mq^'^ ^ 2m ^ 4m . ^ Öw ^ 2^^*«2iii , 

, . \^ =2mg — 2mq +2mq — 2m^ +., 

l + q 

4 m q^'^ 4 4»i . 8»i , ^ I2m , 2^""'a4iw 



i_ = 4,n5r — imq +Amq .... — 4mg +. 



1 + ^^ 



^' >" y ** «X-l 2*""'»i o^-l 2.2*""'m ^X~l 2 «2*-*»., 

1^1 =2 m^r — 2 mö ... — 2 mcr +. 

1+y 

^ »»y ** ^X 2m _X 2.2 Sä , ^X a^m 

j- = 2mq —2mq .... + 2mjr — ... 

In der ersten Reihe haben alle Glieder das + Zeichen, in 

den folgenden erhält die Potenz q^ d,h, q "^ das Minuszeichen, ^ 

weil die Zahlen 2^""^«, 2^"~^a, .... 2a alle gerade Zahlen, 

also n ein gerades Vielfaches von resp. 2m, 4m, 8m,..2~"m 
ist. In der letzten Reihe dagegen hat das betreffende Glied das 
+ Zeichen, weil a eine ungerade Zahl ist, also n ein ungera- * 
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desVielfaches von 2 m. Der Antheil, den ein Factor m von p 
zur Bildung des Coefücienten A^ liefert, ist hienach 

m — 2m — 4m — 8m .... — 2^"" ^m + 2^m 

= m (1 — 2 - 4 -• 8 ~ 2^^ ^ + 2^ 

Nun ist aber 

1 + 2 + 4 + 8. ... + 2^~^= 2^- 1, 
also 

1 —2-4- 8. .. - 2^""^ + 2^=1 -2^+2 + 2^--= 3. 



Demnach ist der Antheil, den der Divisor m von p zur 
von A^ beiträgt, gleich 3 m. Nun tragen alle Divisoren m dazu 
bei, und nur diese; folglich ist, wenn 9 (p) die Summe der Di- 
visoren von p bedeutet 

^^^ = 3 g) [p) , wenn w == 2 />. 

Dadurch ist der Coefficient A^ für alle Fälle vollständig bestimmt, 
und da man alle geraden Zahlen erhält, wenn man die Formen 
2(2« - 1), 4(2n — 1), 8(2n - 1), 16(2w - 1) u. s. w. für alle 
ganzzahligen Werthe von n von 1 bis 00 bildet, so kann man 
die Reihe (14) so schreiben: 

m . . . . (f )' = . 

+8W2«-l)J(/"-'+3/""-'>+3,'<'-"+3,«<''»-')+..). 

l 

Hieraus erhellt nun, dass wirküch bei keiner Potenz der vorlie- 
genden Reihe der Coefiicient verschwindet, sondern dass diese 
Reihe alle ganzen Potenzen von g enthält. Nun folgt andrerseits 

aus (12) 

(16) . . (^y= [1 + 2^ + 2q' + 2^» + 2g^« + ....]'• 

Demnach ist die vierte Potenz einer Reihe, deren Exponenten 
^ die Quadrate aller Zahlen sind, gleich einer Reihe, die alle Zahlen 
als Exponenten enthält. Erhebt man aber die erstere Reihe auf 
die vierte Potenz , so entsteht eine Reihe, in welcher jedes Glied 
das Product aus vier Gliedern der Reihe (16) iJrt, also die Forin 
«2 + p? + y« + ^2 
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hat, wobei a, ß, y, ö irgend vier gleiche oder versch 
Zahlen oder auch Null bedeuten. Jedes Glied der 
muss also einem Gliede von voriger Form gleich se 
also h irgend eine ganze Zahl, so ist 

Ä = «2 + ^2 + y2 + ^2 



Achtzelmter Abschnitt. 

Dsurstellung der elliptischen Functioneii dui 
Jacobi'sche Function. 



§ 64. 

Es wurde schon im § 62 bemerkt, dass die 
Function die Grundlage der elliptischen Functionen 
der Art, dass dieselben sich sämmtlich durch jene 
lassen. Dieses soU nun im Folgenden näher ausgefii 

Wir hatten § 61 (20) gefunden: 



i7(fi,a)^ii.Z(a) + 4log jTf 



l—2q cos -^^ 

und dann § 62 (10) 

ll\l-2q COS— + g J'^Jjr 

Hieraus fliesst zunächst ein Ausdruck der Transcendei 
S nämlich : 

(1) . . . . i7(«.«)^«Z(«).+ il«g||^). 

Aus dieser Form geht sogleich der schon § 20 be> 
über die Vertauschung des Arguments mit dem Pa 
der elliptischen Transcendente der dritten Gattung 
vor. Denn vertauscht man in der vorigen Formel t 
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erhält man, weil, wie sieh aus der Reihe (6) § 62 für 8(u) 
unmittelbar ergiebt, 

©(- u) = S{u) 
ist, 

@(u — a) = &{a — m), 
und folglich 

(2) ... 77 (t/, a) — ti Z[a) = 77 (a, m) — « Z[u). 
Setzt man darin noch u = A', so erhalt man , weil 

77(a,Ä^ = o, Z[K)'^-=zo 
ist, 

n{K, a) = KZ{a). 

Wir hatten ferner (17) § 61 gefunden; 

^^j"; ''^ = 4A:2[sin2am(fi + a) — sin^amCti - a)]. 

Führt man darin die Function d statt des Sinus ein, iodem 

Ä'^sin^am z = 1 — ^Pamz 
ist, so kommt 

^'^ = l[^«m(« - «) - ^«m(« + a)]. 
und wenn man von o bis t/ integrirt, 

V u 

'^"^2 "^ =-= « f^am (u- a)du- ^ j'^am (u + a) du. 

11 

Nun ist aber 

I^Pamzdz = E{z) und E {— z) = — E{z), 
folglich 

l^^am {u -- a)du = E{u — «) + E[a), 

u 

Cj^am [u + a) du = E{u + a) — E{a). 

Denmach erhält man 

-^g^ = E{a) + |£(„ ^ a) - i Ä (« + «). 
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^er wenn man die Relation (14) § 60: 

E{n)=^u + Z{u) 
lenutzt, 
3) . . :^^I^ = Z(ö) + 4Z(ii-a)- 12(11 + «). 

ntegrirt man diese Gleichung nun noclmials zwischen o und u, 
o ergiebt sich 



77(1/, a) = u. Z{a) + \ l*Z{u — a)du — \ lz{u + a) 



du. 



Me Vergleichung dieses Ausdrucks mit der Formel (]) liefert 
lun auch eine Beziehung zwischen den Transcendenten Z und @ ; 
nfimlich zunächst erhält man 



i^=/^<"+-'--/ 



Setzt man aber darin a = u und bemerkt, dass 



[4) . • 
SO Tolgt 



/z(w + a)du z= rz(z)dz — /z (z) 

u u — a a 

l'z(u — a)du = Cz{z)dz — Cz{z)dz*\ 



oder, wenn man wieder u statt 2ti schreibt. 



(5) 



'«»ig=/w 



du. 



Hieraus fliesst zunnächst die Formel, vermittelst welcher Jacobi 
im $ 52 der Fundamente die Function B eingeführt hat, näm- 
lich 



ist. 



*) Weil nämlich f^ (:) eine ung^erade Function , also 

Z(-i) = -Z(z) 
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I Z(u)du 

e{u)=&{o)e ; 

ferner aber erhält man durch Differentiation auch Z durch S 
ausgedrückt, nämlich 

z{u) = '^•yw , 

oder wenn man zur Abkürzung 



dSiu) 



= S\u) 



du 

setzt, 

. Kehren wir nun noch einmal zur Formel (3) zurück und 
schreiben in dem linken Theile derselben den aus der Ursprung- 
* liehen Definition der Transcendenten 77 (§ 20) folgenden Werth, 
so lautet dieselbe so. 

k* Bin am a cos am a ^ am a sin* am u '/»/v.i«/ \ i»/ i^\ 

i — k*Bin*ama8in*amu v / i « \ / »vi/ 

Vertauscht man darin a mit u, so entsteht, weilZ(— z) = —Z{z), 

k* sin am u C08 am u ^ am u sin* am a „, . ^ „, v i9/i\ 

-—r-i r-i =Z(m)— AZffi — ä) — lZ(u + a). 

1 — k* sm* am a sin* am u ^ ^ * ^ ' «vi/ 

Durch Addition beider erhält man also 

(6) . . . Z{u) + Z(a)-^Z{u + a) = 

,9 . . sinamuoos etmaJ am a-i- sin am a COS am uJamu 

k^ sm am u sin am a z — . , . , ' r-* 

1 — kr sin* am amnr am ti 

= Ar^sin am u sin am a sin «m (u + a) , 

wodurch das Additionstheorem für die zweite Gattung aufs neue 
abgeleitet worden ist. Setzt man darin a £= JT, so folgt, weil 
Z(^) = o Ist, (§60) 

(7) . . . Z (m) — Z (m + JT) = ä:2 sin am u sin am (ti + ITj, 

Schreibt man diese Gleichung, indem man — u statt u einfuhrt, 
in folgender Form 

Z{u) + Z{K — m) = Ar* sin am u sin am (A — u). 
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) ergiebt sie auch den Werth von Z für das Argument — , 
ch, da sin am- = I^jx]? ^^^' (§ ^^) 



SO 



<f)=^ 



Wir benutzen aber die Gleichung (7) noch in anderer A 
le lässt sich nämlich auch schreiben 

„ , X „, t rjr\ k* %\namu cos am u d \oeJ am 

Z (u) — Ziu + if) = = 2_ 

^ ' V • / Jamu du 

itegrirt man nun zwischen o und u, und benutzt die 
lUDg (5) 



/ 



Z{u)du^l0g^y 



iis welcher mit Berücksichtigung der ersten der Gleichung« 
ach leicht die folgende 






Z(u+£}du = \og^^^ 



ich ergiebt, so folgt 

der 

^amii=^-^ ö(«) • 

odurch dann die Function d amu durch die Jacobi'sche 
on ausgedrückt ist. Den Werth des allein vom Modul abhängige! 

cienten ^r^ erhält man leicht, wenn man u ^= K setj 

ch erinnert, dass ® (2 -AT) = 0(o), JamK=U ist, na 

as sich auch aus den Formeln (12) § 62 ergeben hätte. 

at also 

i) . . . ^amu =i/k'^S^±Jil. 
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Dasselbe Resultat hätte man auch aus dem unendlichen Pro- 
duct ableiten können. Denn es war (10) § 62 

(9) ®(«) = 7J (!-?'*) (l-2^•^^^cos^ + ^^^ 
Setzt man darin w + if für m, so erhält mau 

&[u^+K)= j_l[l-q ) (l+2g cos-j^ + sr ), 

also 

oo 1 +^q cos -j?- + q 

O'W J-j-^ A 2^ COS -j^ + ^ 

und vergleicht man dies mit dem unendlichen Product für J am v, 
(18) § 54, so ergiebt sich sofort, wie oben, 

'' ©(«) 

§65. 

Wir wollen ^nun auch in ähnlicher Weise @{u + iK') bil- 
den und sowohl das unendliche Product, als auch die unendli- 
che Reihe dafür ermitteln. Zuerst ist, wenn man 

nu 

TR — ^ 
setzt 

^ 2ä— 1 « , 4Ä— 2 . 2Ä— 1, 2w? , ^~2w?v , 4A-2 

1—2^ cos2ir+5' =1 — jr [e +e )+q 

f^ 2A— 1 2w?. [^ 2Ä— 1 — 2u;x 

=(1-^ ^ )(1 — g « )• 

Setzt man nun darin u + iK* statt ti und bezeichnet 7^^ 
mit 07], so ist 

(10) . . ar, = ar + -g^J 2ta:, = 2tir ^, e ' = g « . 

Demnach wird 

. o 2Ä— 1 ^ , 4Ä— 2 f. 2h2ix.f. 2A-2 -21«. 

1 — 2^ ops2ir, + g —{l — q e ) (1 — ^ e ), 

also 
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CX) 



2f(l - 2g^^ * cos 20^1 +y^ 



4Ä--2, 



/^ 2 2ia?. ,^ 4 2?Vr, ,^ 6 2tex 

1 
= (1 - ^~ "*)]*[(! - 2/* cos 2x + ?'*). 

1 

Ferner ist aber: 

(1 — e ) = ^ (^ — e j = 2i^ sin ar, 

also 

CX) 



l^l [l — 2g cos %r^ + q ) 



QP 



= 2/^ "^ sina:J'»/(l — 2/^cos2ar + /^). 
Demnach folgt nun aus (9) 

niu 

ll)-öö-^^^^ --- 2»^ Sin 2Y y^(l — 2g cos -^ + g j 



und folglich 

niu 

1 1 — 



. rt 2Ä nu , Ah 

00^ 1 — 2$' cos ^ + g 

^ 2Ä— 1 «M , ih^ ' 

2 cos -j^ + 5' 

Dieses ist aber das unendliche Producta welches (nach (18) 
§ 54) sin am u darstellt. Demnach erhält man 



^^T^ — - = t r—e sin am ti 

oder 



eW y- 



4 niu 

/^ON . VT^^ 9(u+iK') 

(12) . . . . Sin am u = ^;^.e '^--^^ 

Also ist auch sin am t/ , freilich vorerst noch in imaginärer Form, 
durch die Jacobi'sche Function dargestellt. 

Dureg-e, pilipt. Functionen. 17 
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Um nun auch eine reelle Form dafür zu erhalten, entwickeln 

wir auch die Reihe für & {u + iK'). Es ist ((6) § 62) 

oo 

S[u) = 1 + 2^(— iT q"^ cos 2«a: 
1 
uud daher 

oo 

®{u + iK') = 1 + 2^(— 1)" q"^ cos 2«ir,. 

Nun ist aber 

2 COS 2nx^ =1 e + e ' 

Demnach erhält man: 

©(M + jJT) = 1 — sr (^g +-e ) + q{qe +^e ) 

— 5^ {q e +-3 )+ . .. 

2 2ij? , 6 4ix 12 6fa; , 
= 1 — q e +q e — q e + 



= g e + — « (wegen (10)). 



— 2ia? , 2 — 4ia? 6 — 6ia? , 

Multiplicirt und dividirt man aber diese Reihe mit e^, so 
erhält man 

@{u+tK)=e {e —q e + q ^ —q ^ + 

— ta? , 2 — 3ia7 6 — 5ta; , 12 - 7ta? l 

— e +q e —qe +q e — | 

=2i^~~l^{sin ar — g^'^ sin 3a? + y^sin 5a: -— q^^sin Tar + . . .} 

=:2/ß'~'^{sina: — ^g-^ sin 3a: + f/q^^ sin 5a: 

— f/^ sin 7a; + . . . .}, 

also wenn man nun noch mit p^q multiplicirt und dividirt, 

©{u+ilt) = yU {^^^^in ^ —P'¥ sin 3a: + J/^^ sin 5a: 
V9 



q^^ sin 7a: + ...} 
oder 

9rm 



(„+,r) ='^^ {^rsin^.-^?slng!+^^"sin^-..}- 
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Hieraus geht nun hervor, dass 

niu 
9{u+iK') 2K 
i 

eine reelle Grösse ist. Die vorstehende Reihe hat Jacobi als 
eine neue Function eingeführt, die er mit H{u) bezeichnet, in- 
dem er setzt *) 

(13) if(«) = 2|^r sin ^-^^9 sing+^^»8ing- ....[• 

Diese Reihe convergirt ebenfalls sehr stark, da die Exponenten 

von q unter dem Wurzelzeichen die Quadrate der ungeraden 

Zahlen sind. Nach dem Vorigen hängen die Functionen H und 

8 durch die Gleichung 

niu 

(14) , . . H [u) = ^ @{u + iK') 

zusammen. Führt man dies nun in die Gleichung (12) ein, so 
ergiebt sich 

H^\ ' ^/iH(u) 

Aus (11) aber erhält man H{u) in ein unendliches Product ent- 
^ckelt, nämlich 

(16) H(u) = 2 Vq^ (l-9'')sin|^ (l-2q^'cos'^+ A 
Setzt man hierin endlich u + Ä" für ti, so erhält man 

(17) H{u + E) = 2 ^^7J(1- ^'^Voslla + 2?^* cosf + q\ 

Hierin ist aber das unendliche Product der Zähler der Entwicke- 
lung für cos am u ((18) § 54). Da nun folgt: 

^ l+2q COS-^ + q 



30 ergiebt sich 

(18) . . cos amu=yj^ ^^^ ^ < 



2q cos^ +q 



♦) Fundamenta. § 61. 63. 

17^ 
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In eine Reihe entwickelt ergiebt sich aus (lä) 

(19) . H (u + Ä) ■--. 2 {p^q cos 2^, + i/^ cos 3 2^ 

+ //^*cos5.^ + ...}. 

ni 
Endlich folgt aus (14), weil e^ = t ist, 

niu 

(20) . . H{u + ^) = j/qe^^ ®{u + £: + iK\ 
Hiedurch ist nun erwiesen, dass auch sin am u, cos am« 

und d am u allein von der Jacobi'schen Function abhängen , in- 
dem ihre Zähler Jacobi*sche Functionen mit den Argumenten 
M + iK\ u + K + iK' und u + K sind. Alsdann erhält man 
eine neue Reihenentwickelung für die elliptischen Functionen in 
Form von Brüchen, deren Zahler und Nenner sehr stark conver- 
girende Reihen sind. Nämlich es ist nun 

/T H{u) 
T Giu) 

3- ^f sin ^ - //?sin 3.^. + f/^' sin 5^ +• 



(21)1 



= ./: 



1 — 2<? cos ^ + 2q* COS 2-^ — 2q^ cos 3^ + 



^/¥ H(u+ 



_ /^ ^^rcos ^ + i/V' cos 3^ + yq^' cos 5^ + . 

^ * l-2<? cos ^ + 2q' cos 2^ - 2<?» cos 3|^ + . 
^ am M = Vk — W— * ' 



= J^ 



1 + 2^ cos ^ + 2^* cos 2^ + 2(?» cos 3^ + • 
1-29 cos ^ + 29* cos 2 ^? - 2«?» cos 3^ + * 

Durch die Jacobi*sche Function allein ausgedruckt aber hat man 
4 niu 
sin ««. « = ^ e^-Z «L^) 
tYk ® («) 

cos am tt = y ^i/^ gäZ e («+Ar+tAr') 

' © (w) 
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Es war ferner (S. 254) 

und aus der Reihe (6) § 62 für die Jacohi'sch 
man durch Differentiation 

^ W ^ 5 {y sin ^ - 2^^ sin?p -h 3^« sii 

folglich ist 

2^ g Sin -^ — 2«'^ sin ^ + 3g^ si 

" ~ ^ 1—2^ cos ^ + 2^^ cos ^ - 2y« 

Endlich ergiebt sich aus der Gleichung (1) § 6 

77 (e/, a) = uZ («) + J log |g: 
für die dritte Gattung die Reihe 

1 — 2^^ cos -^^ — ^ + 1q^ 

7(„,a) = «Z(«) + .log-— ,(f^,) 

1 — 2g' cos ^ j^ ' + 2^^ 

Aus der Reihe (13) für H (u) folgt uninittt 

H (o) =0, H (- w) = - 77 (m), 77 (w + 
if (t/ + ^K) = - H{u\ 

sodass H mit dem Index 4if periodisch ist. Feri 

H{K) = y'^. ®(o); 
• es war aber ((12) § 62) 

®(o) = /'^; 

mithin erhält man mit Beriicksichligung des au: 
für H[u) folgenden Werthes von H{K) 

H[K) .. y^-^ = 2{l/q + V'q' + ^5 
Da endlich auch ((12) § 62) 

ist, so folgt 

H(K) _ Gjo) 

^'^ ' &{Ky ^^ "" (9(A')' 
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oder 



4 



,/T-_ . yi+ y¥+ y¥^ + yr + ^^^ 

jyp _ 1 - 2y + 2y^ - 2g» + 2q^^ - ... 
'^^ — i+2q + 2q^ + 2q^ + 2q^^ + ...' 

wodurch k und k' unmittelbar aus q berechnet werden könoen. 



§66. 

Wir müssen zum Schlüsse dieser Betrachtungen noch einer 
merkwürdigen Formel Erwähnung thun, welche eine Art von 
Kreislauf in der Theorie der elliptischen Functionen enthält, ver- 
möge dessen man von verschiedenen Seiten her zu allen Theilea 
der Theorie gelangen kann. 

Wir sind in den früheren Untersuchungen nach und nach 
zu folgenden Relationen gelangt 



u 



' Z [u) du 

®[u) = ®(o) e 
Z[u). = E[u) - I M 

u 

E[v) = f ^ am u du 



(.) =/. 



d amu c=z yV \,T. , 
^ S {u) 

Daraus ergiebt sich successive 



^2 

du 



z{u) = kj (^ ®(„) ; du--^u 



(22) . ®(«) = &ioye. 
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ieses ist die oben er\^ ahnte Formel; sie zeigt, dass man, von 
T Jacobi'schen Function &(u) ausgehend, durch eine massige 
azahl analytischer Operationen mederum aul* dieselbe Function 

irückkommt; sie zeigt ferner, wie man von dem Bruche ^7". 

is, welcher die Function J am u darstellt, zur Jacobi'schen Func- 
m, also zu dem Zahler und Nenner dieses Bruches gelangt. 
3hrt man endlich diese Formel um, so ergiebt sich auch eine 
ideutung des Weges, wie man von der Jacobi'schen Function 
IS zu den einfachen elliptischen Functionen kommen kann. Aus 
2) folgt nämlich 






;o 









+ Ar)V A2 iE , rf« log © («) 



id 

* sm' aw M = 1 — ^ -^^ . 

tzt man darin, um auch die Constanten durch .die Jacobi'sche 
inction auszudrücken, t/ = o, so ergiebt sich 



$0 



E _ r rf» log e iur\ 
L ^«' Jo 



d^ log G (u) 
du* 



Führt man darin die Function Z ein, indem man zur Ab- 
irzung setzt 

dlog9(u) _ ^ , ^ d^ log 9 ju) _ dZ(u) _ ^ , . 
du ^ ' * du* du ^ ^* 

kann man die vorige Gleiclmng auch so schreiben 
Ä:2 sin2 am u = 2' (o) — Z' (w). 

Wir wollen uns hier mit dieser Andeutung begnügen; die 
itere Ausführung des Gedankens, die Theorie der elliptischen 
nctionen von der Reihe, welche die Jacobi'sche Function dar- 
Ut, aus zu entwickeln, wie es Jacobi in seinen Vorlesungen 
Ihun pflegte, würde weit über die Grenzen dieser Schrift hin- 
^führen. üeber die Natur der Jacobi'schen Function möge aber 
ch das hinzugefügt werden, dass dieselbe eigentlich eine Reihe 
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von Exponentialgrösseii mit quadratischen Exponen- 
ten ist. Bildet man nämlich die folgende Reihe 

-f-OO 

— oo 
in welcher a und c als constant, z aber als veränderlich betrach- 
tet wird, und setzt dann 

a j c 

e = A, e =^ q, z = tx, 

so verwandelt sie sich in 

oo oo 

^ ^q [e + e ) = >a 2Aq cos hx, 

ü 

wobei -von dem h ^= o entsprechenden Gliede nur die Hälfte zu 
nehmen ist. Sie geht daher unmittelbar in die Jacobi'sche Function 

Siu) = l-2q cos ^ + 2q' cos ^ - 2^^ cos ^" + ... 

über, wenn man x = -^ und ^ = (— 1) setzt. 



Neunzehnter Abschnitt, 
lieber die elliptischen Transcendenten der dritten Gattung. 



§ 67. 

Wir gehen nun zu einer genaueren Betrachtung der ellipti- 
schen Transcendenten der dritten Gattung, namentlich zur Unter- 
suchung der verschiedenen, bei ihr zu unterscheidenden Fälle über. 

Das elliptische Integral der dritten Gattung hatte nach Le- 
gendre die Form 



j 



d(p 

(1 + 71 sin* qpj Jtp * 
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und wir haben § 20 gesehen, dass es mit der Jacobi'schen Trans- 
cendentcn 77 in der Beziehung 



V 



(1 + w sin* ep) Jtp ' J am a ^ ' 



stellt, wenn 

-^ = w und w = — ^2 siu^ eim a 



gesetzt wird. Die Grösse n kannte sowohl reell als auch imagi- 
när sein. Wir behandeln 'nun zunächst den Fall eines reellen »; 
dann erhellt, dass der Parameter a nur dann reell ausfällt, wenn 
n ein negativer echter Bruch ist, der zwischen o und — k"^ liegt. 
Ferner entsprechen einander folgende Intervalle: 

sin am a zwischen und 1, n zwischen o und — k^ 

^ -Ä^„ -1 

— 1 ,, — cx> 

n positiv. 

Nun wächst aber a von bis A', wenn sin am a von bis 
1 zunimmt. Wird sin am a grösser als 1 , so zeigen die For- 
meln (§ 10) 

sin am [tu + A') = — 7 — jrz = -7- .^ am iK' — w, ArT, 

^ ' J am {uy k) k ^ > /' 

sin am [iK' -f JT) == i- , 

dass a in die Form tu -|- K übergeht, in welcher u von bis 
K' wächst, während sin am a von 1 bis -r zunimmt. Wird nun 
sin am a noch grösser als -r , so zeigen die Formeln 

sin am [K + iK') = -r, sin am (u + iK*] = 7—-: , 

^ ' k ^ ' ^ k sin (xmu 

sin am iE' = 00, 



sin am a 


f» 


■^ " Ar ' 


n 


sin am a 


» 


1 


n 


sin am a 


rein 


imaginär. 


n 



dass nun a in die Foi^m u + iK' übergeht, in welcher u von K 
bis abnimmt, während sin am a von -r 1 
hat man folgende entsprechende Intervalle : 



bis abnimmt, während sin am a von -r bis 00 wächst. Also 
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sin am a zwischen (T und 1 ; a zwischen und K 

sin aw a „ 1 „ —; a „ K „ A^ + iX' 

sin am a „ -^ „ oo; a „ K + iK' „ iK\ 

Wenn endlich sin am a rein imaginär ist, so nimmt wegen der 
Formel 

sin am {tu, k) = t tg am (m, U) 

a die Form iu an. Hieraus geht nun hervor, dass man für die 
verschiedenen Intervalle, in denen n liegen kann, folgende Werthe 
für n zu setzen hat. 

1) n zwischen und — Ar^ ; » = — 1c^ sin^ dm a 

2) » „ -. F „ — 1 ; n = — ^2 sin2 am (ia + IC) 

3) » „ — 1 „ — oo; n = — Är^ sin^ am {a + xK) 

4) » „ + oo „ ; n = — K^ sin^ am ia, 

wobei dann a in allen Vier Fällen reell ist. Legendre*) hat 
gezeigt, dass man die beiden letzten Fälle auf die beiden ersten 
reduciren kann. Wir kommen darauf unten zurück, zuvor aber 
wollen wir die in allen vier Fällen dienlichen Formeln zur Ver- 
wandlung der Legendre'schen Form in die Jacobi'sche zusammen- 
steilen. Es kommt dabei nur auf die Werthe des Ausdrucks 
q^na YfQf^j^ an die Stelle von a die Argumente ia + K, a + iE' 

und ia treten. Da man aber nach den Formeln des § 8 and 
10 hat 

tfr am {ia + Ä^) . ^ am (a, k') 

J am (ia-\-KJ ifc'* sin am (a, k') cos am (ö, k') 

tg am fö+'^') ig ama 

J amiß-^iK') ^ ama 

tg am ia . sin am (a, k') cos am (g, k') 

^ am ia d am {a^ k) * 

SO erhält man folgende Reductionsformeln ; 

1) n zwischen und — - A:^; n z= — k'^ sin^ am a 






dq) 



(1-j-n sin* qp) z/qp d am a 



. te am a rr f \ 
= u + -^ n (u, a) 



*) Legendr e. Exercices I. pag. 68 ff. Traite I. Cb»p. XV. 
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2) n zwischen — Ar* und — 1 ; » == — Ar^ g|jj2 ^^ (,-^ ^ jj^-j 








3) n zwischen — 1 und — oo; n = — k^ sin^ am (a + lÄT') 






^ (l+n sin' 9) /^/«p ** Jama 
4) n positiv; « = — Ar^ sin^ am ia 



/rf© , sin am («, Ar') cos am f «, *').„, . » 

(!+» 8m» 9) ^9 * J am{ay k) v » /' 



8^ 






wobei in allen Fällen 1 -~ =z u gesetzt ist, 



Wir behandeln nun noch den Fall, dass die Grösse n selbst 
imaginär ist, und werden zeigen, dass man dann dieselbe auf die 
Form — k^ sin^ am {a + ib) bringen kann, wo a und b reell 
sind.*) Es sei 

n = p + iq 

eine beliebige complexe Grösse; man setze 

— (P + '<?) = ^^ sin^ am {a + ib), 
also auch 

— {P — »<?) = ^^ sin^ am (a — ib), 

dann folgt zunächst 

^^ + {P ±ig) = ^^ cos' am [a + ib) 
1 + (P ± iq) :=^ ^am[a± ib): 
Setzt man nun ferner 

— 1> — tV? = (>2 (cos 2Ö + t sin 2Ö) 
^* + P + «>? = ^'^ (cos 2Ö' + t sin 2Ö') 
1 +p + iq ^^ q'^ (cos 2ö" + i sin 20. 

so kann man g, q, q'\ ö, ^, ö" aus den gegebenen Grössen k, p, q 
bestimmen. Alsdann ist 



*) Vgl. Kichelot. DarsteUung einer beliebigen gegebenen Grösse 
dnrcb sin am (u^^'W, k), OreHe^s Joum. Bd. 45. 
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k sin am [a + f6) = Q (cos Ö + t sin ö) 
k cos am [a + ih) = Q (cos ^ + i sin ö') 
J am{a + ih) = 9" (cos Ö" + 1 sin T) 
k sin öm (a — ib) = (» (cos Ö — i sin ö), 
Ar cos am [a — ih) = Q (cos ö' — 1 sin V), 
d am [a — ih) = q" (cos ö" — 1 sin ö"). 

Da nun 

2« = (ö + t6) + (a — »6) 

2bi = (fl + f6) — (a — 16) 
ist, so erhält man nacli den Fundamentalformeln (§ 27), 

/ , \ sin am u cos amvJ am v -+- sin am v cos amu J amu 

sm am (u + v) = 5 — ,, . , r-, 

^ — ' 1 — Ä* sin* am u sm' am v 

, , X cos am u cos am v T- sin /xi7£ u sin amvdamudamv 

cos am (m + r) = ^ — > j— .-, r-i » 

^ — ' 1 — Ä* sm* am u sin* am v 

«n «m 0« — •»'»" COS ($-$'-0 + t »i n($-g'-$") 
Sin am 2« = -^js — * ~~ 4 

g qq' cos (-^+^^ + $ ") + I sin { -^$+$'+r) 

*' * 1 _ ?.' 

^ ** 

also 

sin am 2a = -'^-^-^ — ,, . ^ , 

Ä* — p* 

und auf dieselbe Weise 

sin am 2hi = ^«_ :^ ^ 

/» • ''• 

Ar* Ar« g*— pV* 

cos am 2a = — j— = ,i-^^-V 

^ ifc« 

p'*4-pV'* 
cos am 2hl = --. ' "^ \ . 

Ä* — p' 

tg «« 2« = ^1^^ cos (9 - ar- n 

tg am 2W = -?^lä si.1 (9-9'- 0"). 
Setzt man aber 

'i" = tg «. 

so ist 

J ^ ? >^o = tg 2«, IV « >*» = s^» 2«. 



Demnach 
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also, wenn man sich erinnert, dass (§ 8) 

ig am 2bi = t sin am (26, /r') 

ist, 

tg am 2a = ig 2« cos {0 — ö'— ^') 

sin am (26, k') = sin 2« sin (ö — Ö'— $"), 
wodurch a und 6 gegei>en sind. 

§68. 

Zur Erledigung aller im vorigen § aufgestellten Fälle be- 
dürfen wir jetzt der Kenntniss der Functionen E, Z und G für 
imaginäre Argumente. Ehe wir aber zur Ermittelung derselben 
übergehen, haben Wir zuvor einen wichtigen Satz abzuleiten, der 
von den vollständigen Integralen der ei*sten und zweiten Gattung 
gilt und von Legendre herrührt. Bezeichnen nändich if und K' 
die vollständigen integrale der ersten Gattung mit den Moduln k 
und k\ ferner E und E' die vollständigen integrale der zweiten 
Gattung mit denselben Moduln, so hat Legendre *) bewiesen, dass 

(A) E:'E + KE' ^ KK' = y 

ist. 

Wir beirächten K und E als Functionen von k^ und suchen 
zunächst ihre Differentialquotienten nach U- auf. Dazu sei der 
Kürze wegen 

gesetzt, sodass auch c -f- ^= 1 ist. Dann ist auch 

de 

Man bemerke zugleich, dass, wenn f [c) eine beliebige Function 
von c ist, man auch 

rf/W ^ _ df(c) 
de de 

hat. Endlich merke man auch gleich die Formel 

d{ec) 
de 
Nun ist 



*) Legendre. Exercices du calciil integral. I. pag. 61 ff., und 
Trait^ des fonctions clliptiques. I. Chap. XII. XIII. 
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2 

n 
T 

und analog 



2 - 2 

^_ r '^ = fä 

~~yf Vl'-c sin« (p ^ J 

3t n 

2 ä 

E = 1^1 — c sin' g) dg) = I ^<p 



2 



Daraud folgt 



2 

rfJST - / 'sin* fp dtp ^ dE j / sin'y dy 

"^~ ~ V ^8y ' 'de ~ '^ ^J ^(f 

Um diese Integrale durch E und E auszudrücken, setze man im 
ersten 



so erhält man 



Nun fanden wir § 22 (54) 



^ _ i_ C-^ — — r^ 



V 



ß 



dq> A:* siny cosy , ^|(y) 



2 



Demnach ergiebt sich 

T 

und dann 

, . ^ _ iE _Ä^ 

^^^ rfc 2c? 2c* 

Der Ausdruck für — ergiebt sich unmittelbar aus der § 18 

(36) gefundenen Formel 






9 

sin* (pdq> F(y) — i gj(y) 
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nämlich 

^^f de ~ 2c • 

Aus (1) und (2) ergiebt sich noch 

d{K-^E) _ E 

W de ~ 2c' 

Man kann nun aus (1) und (2) zwei DifTerentialgle 

stellen, von welchen die eine nur K, die andere i 

indem man nämlich beide auFs Neue nach c düTerer 

einmal E, das andere Mal IC eliminirt. Durch Diffe 

(1) folgt 

d^K 1 dE C'-c „ \ dK , 



de* 2cc de 20*0' 2c de 

in 
reducirt 



und wenn man darin die Werthe von -r- und -7- 

de de 



d^K 2c'— c rr __f^_zr^ V 

rfc« 46V 2cV« 

Um nun hieraus J? zu eliminiren, zieht man aus (] 

e^e dK c—e „ e — c ^ 

ee de 2c* c'* 2c*c' * 

und addirt man dies zur vorigen Gleichung, so erg 

rf«A' , e—e dK ^ K 
de* ~c?~ de 4cc' 

oder 

(4) . . . 4ec'g + 4(c-c)f -i5'=0. 

Dieses ist eine lineare homogene DifTerentialgleichun 
nung, welcher K als Function von c genügen muss 
an die Stelle von K irgend einen anderen Ducht: 
z. B. a:, so ist also x =, K eine Lösung dieser 1 
chung, aber nur eine particuläre, weil sie kein 
Constante enthält. Nun ist aber leicht zu zeige 
X ■=^ K' eine particuläre Lösung der nämlichen 
d. h. dass A" ebenfalls der Gleichung (4) genügt. I 
dieselbe Function von c ist, wie K von c, so wird 
(4) ihre Gültigkeit nicht verlieren, wenn man c i 
gleich K mit K' vertauscht. Demnach hat man s 

chung 

, t dr K .ff . dK ,., _ 

^"^ l?i" - '*(<'- <^) de' - ^ = 0- 
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Nun ist aber, wie oben bemerkt, wegen -- = — 1 

de 

dK' dK' , rf«Ä" , rf«Ä" 

de de de* * de' 



folglich ist auch 



(5) . . . . 4cc^ + 4{c-^c)'4--r = 0, 



d. h. es genügt auch A ' der Differentialgleichung (4). Da nun 
diese linear und homogen ist, so lässt sich auch die vollständige 
Lösung angeben, nämlich, bezeichnen a und b zwei willkürliche 
Constanten, so ist 

die vollständige Lösung der Differentialgleichung 

Ebenso lässt sich auch eine Düferentialgleichung für E auf- 
stellen und vollständig integriren, was hier, obgleich es zu unse- 
rem eigentlichen Zwecke nicht nothwendig wäre, gleich mit an- 
geschlossen werden möge. 

Durch Differentiation der Gleichung (2) ergiebt sich 

^ _ _ ^J^ -i. JL d(E^K) 
dc^ ~ 2c8 ■'"2c de ' 

und durch Substitution des Werthes (3) von —^-j und Re- 

' ac 

duction 

(^ _ K _ \ + e' 

de^ 2c« 4A^ 

Addirt man hiezu die aus (2) fliessende Gleichung 

^ dA' _ ^ _ _A 
e de 2c» 2c2 ' 

SO folgt 

ä^E 1 dE _ E 

dc^ * c de 4cc" 

oder 

. , d^E , . / dE . j, ^ 

^'^'^ rf^ + 4*^ rf7 + ^ = 0. 

Dieses ist die Differentialgleichung, von welcher y = E eine par- 
ticuläre Lösung ist, wenn mit y die durch die Gleichung zu be- 
stimmende Function bezeichnet wird. Ihr genügt aber nicht auch 
A^, man kann jedoch, um eine zweite particuläre Lösung zu 
finden, die Gleichung (1) benutzen, die sich auch schreiben lässl 
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E = 2cc' ^ + c'K, 
de 

Setzt man darin nämlich y und x an die Stelle von E und K, 

so ist 

f. t dx . f 

y = 2cc — + cx, 

und diese Gleichung kann man benutzen, um aus den beiden par- 
ticuiären Werthen von x die entsprechenden von y zu finden. 
Für X z=z K ergiebt sich nämlich wie naturlich y = E, für 
X = K' aber erhält man 





y = 


2cc 


dK' 

de 


+ ' 


c'K'. 


dK' 
de 


= - 


die 
de' 


= 


2c' 


_ Ef 
icc 



oder weil 

(6) . . . . 

ist 

y = — E" + cK' + cK' = K' - H. 

Demnach ist K' — l! die zweite particuläre, und 

y = äi^ + 6, [K' - H) 
die vollständige Lösung der Differentialgleichung 

mit den willkürlichen Constanten a^ und b^. 

Um nun zum Beweise der Gleichung (A) zu schreiten, keh- 
ren wir jetzt zu den Gleichungen (4) und (5) zurück, die wir mit 
einander combiniren. Multiplicirt man nämlich die erste dersel- 
ben mit K' und die andere mit K^ so ergiebt die Subtraction 
der Producte 

<^<^ (^ ^ - ^ -Sr) + («^ - <') (^ 5^ - ^ ■& ) = P- 

Bemerkt man nun, dass 

, ,„, dK jrdK. 

K'^- K— = & ~ "^T 

de* «fc* . de 

c — c = -3-^ 
de 

ist, so sieht man, dass die vorige Gleichung links ein vollständi- 
ges Differential hat. Bezeichnet daher C eine constante, d. h. 

Dureg>e, eliipt. Functionen. J[g 
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von c oder k^ unabhängige, Grösse, so erhält man durch Inte- 
gration 

^ dt de ' 

Substituirt man darin die in (1) und (6) ermittelten Werthe 

dK _ß K_ diC f£__ ^ 

de 2cc'* 2c' de 2c' 2o?' 

SO ergiebt sich nach einigen Reductionen 

K'E + KE: -^ KK' = 2C. 

Hiemit ist zunächst bewiesen, dass der Ausdruck K'E + K^^KK' 
einen von dem Modul k unabhängigen Werth haben, also einer 
absoluten Zahl 2C gleich sein muss. Um die letztere zu finden, 
kehren wir zu den Integralen zurück. Denn da 

n TT 

n n 

2 T 

ist, so erhält w^an 

1 n n n 

7t n 

"2 ~2 

Cdtp j dfp 

~'^J J^J J (1/;, *')• 

Weil aber die Variabein (p und ^ von einander unabhängig sind, 
so gehen die Producte der Integrale in Doppelintegrale ober, und 
man hat auch 



n n 



Dieses Integral muss nach dem Vorigen für jeden Werth von k 
denselben Werth besitzen. Man braucht seinen Werth daher nur 
für X: = zu ermitteln, dann ist 

Ar' = 1, ^q) = i, ^ (^, k') = cos ^; 



Abschn.XIX. lieber d. ellipt. Transcendenlen der 3teu Gattung. $69. 275 



n M 
T 2 



2 2 2 

2C = I I C0& if dif dg) = ^ I cos ^ rfV' 



folglich, was zu beweisen war. 



K'U + KEf — KK' = y. 



69. 



Wir gehen nun zur Bestimmung der Functionen Z und % 
für die Argumente t«, tti + JS!' und u + lA^' über*). Nach der 
Definition § 18 ist 

E {tu) = / ^^am zdz, 

oder wenn man z -^ iv setzt und die Formel (12) § 8 

^ . J am (vy k') 
jd am tv = \ ,/ 

anwendet, 

^ (im) =: I 1 j V-tT-v «^t^. 

^ '' / COS* am (v, A: ) 

Setzt man darin nach § 3 

^ am [v, k') = k^ + k'^ cos« am [v, k\ 
so erhält man 

u 

E{iu) = 1^« f—-±-—^ + ik"^u. 
^ ' J cos* am{y,k) * 

Nach S 19 (40) aber ist 

folglich wird: 

Jg: (tu) = I tg am (w, A:') jd am (u, k') — i E (u, k') + iw. 



*) J a c o b i. Ftmdamenta nova § 56 ff. 

18* 
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Führt man darin nun die Function Z ein, so ist nach § 60 (14) 



E[m) = i\u + Z(fw); E[u,U) = Cu + Z(t/,Ar'), 



also erhält man 

i -^u + Z (im) = f igam [u,U) dam (w, Ar') — t ^, ii --iZ(M,Ar')+w 

iZ(m) = -tgam(t/,^V«'«(w>^') + «(f + f ' - l) + ^ («,*'). 

Nun ist nach dem im vorigen § bewiesenen Satze 

^ IT _ _ EIC'\'E'K — KK' _ n 

folglich wird 

(1) iZ(iu) = - igam{u,k)dam{u,k) + ^ + Z{u.k\ 

welches der gesuchte Ausdruck für Z (tu) ist. 

Daraus folgt durch Integration sogleich & {tu). Es ist näm- 
lich § 64 (5) 



also 



und 



u 
tu u 

log ^ =fz {v) dv = ijz H dv, 

t 

J 



Z [u, k') du = log 1^) 



Da nun ferner 

* / ,A ^ / i'\ if log cos fli» (ll, /t') 

— tgöm (w, Ar) z^ am [u, k) = — - — - — > '— . 
ist, so erhält man aus (1) 

, 0(iu) , / i'\ . «M* . 1 Ö («»*') 

'"« &t4 = '»8 "=«« ""* («• *) + 4ÄF' + •«« ©fc*^ 
oder 

(2) • • 0(0)=^ ^'^« «^ ("' ^ ) ^fcfF)- 

Hieraus lassen, sich zuerst unsere früheren Formeln für 
®(u + iK') und S [u + 2iK') nochmals ableiten. Durch Sub- 
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sütution von u + K' für u und nachherige Verlauschung von tu 
mit u ergiehl sich wie oben 

inu 
(3) ®(u + iE') = ^ e"" 2ä:" sin amu,® (ti), 

VT 
und wenn man nochmals u + iK' statt u setzt, oder auch in (2) 
u -f 2K' statt u subslituirt, 

inu 

Durch Division mit S (o) und logarithniische Differentiation Mgt 
dann: 

, Z (m + lAT') = — ^ + cotg amu ^ amu + Z[u) 

(4) ! 

I z(«/ + 21^:0 = - 1 + ^M, 

woraus auch noch die speciellen Formeln 

S[iK') = Z[iK') = cx) 

e[2iK') ^ - ?i^ = - 1 ^^ z (2iAr') = - 'J*) 

Messen. 

Ein AuHdruek für S [iu -\- K) ergiebt sich, wenn man in 
der Formel (8) § 64 

S[u + K) = ^/J ^amu,S(u) 

iu für u setzt, und ausser der Formel (2) auch noch die Glei 
chung 

jd am (tu) = y -Ar 

^ ' cos am \u^k) 

anwendet. Dann wird zunächst ' 

e> (« + IT) = /J ^^^) Q (^), 

^ ' f Ar cos am («, k) ^ '* 

also wenn man mit 0(o) dividirt und (2) einsetzt 

.^. e (iu + K) ,/ f 4äF' . , , ^ Ö (m, A:') 



*) Hicnach ist der Druckfehler in § 57. 5) der Fundamenta zu ver- 
bessern. 
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oder da auch 

&{u + K\ U) = j/i ^ am (w, k') S (u, U) 
ist, 

^^^ ' • 9{o) — y k' ^ 9{o,k')~ ' 

Man bemerke dabei, dass nach (12) § 62 

& (o) = j/^, also S [o,k') = y^ 
und folglich 

9(0 ) _ n/Ei 
Sioyk') ~ y kK' 

ist. Substituirl man dies noch in (5) und (6), so erhält maa 
auch 



(7) @ {tu + K) = j/^. c^** Jam («. *') @ («, *'; 



) 
ar»« 

= j/J' «"^^^ ® (« + ^' *')• 

Nimmt man in den Formeln (5) und (6) die Logaritlinien und 
diiTerentiirt, so erliält man Z [tu •\- K), nämlicli 

(8) . . iZ(fu-^K) = ^ + Z{u + K', U) 

nu k'* sin am (ii, k') cos am («, k') ^^ „ , . w^ 

Nach diesen Vorbereitungen kehren wir nun zu den im 
§ 67 aufgestellten vier Fällen zurück, und wollen zeigen, dass 
sich der 3te und 4te Fall resp. auf den Isten und 2ten re- 
duciren lässt. Den Ausgangspunct bildet die Grundformel (1) 
S 64 

(9) . . . n{u,a) = uZ{a) + t log fg^J. 

Nun war im dritten Falle der Parameter a + iK'; für denselben 
ist daher 
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(10) 77 K « + ir) = uZ[a + iK') + J log V^^^y 
Aus (4) und (3) des vorigen § aber folgt: 

Z[a + iK') = — Yk "^ ^^^^ am a ^ am a + Z [d) 

S {a + u + iE') = '-J— e sin am (a + «) © (a + «), , 

mithin da 

® (a — ti + lAT') = ® (m — a - iE) 
ist, 

I w 0(tf — fl — t'^ ') t« (fl — m) , i3r(ö+") 

Dieses nun in (jO) substituirt, giebt 
77 (m/ a + »^') = — 2K "^ " ^^^^ am a ^ am a + uZ (a) 

+ äT + * '"« sinam(«+«) + '^^""^WP^Y 
und wenn man die Formel (9) noch einmal anwendet, 

(11) 77 (w, a + %K') =. n [u, a) + u cotg am a /J am a 

1 loa «in «>>'(«--") 
^ ^*"*^ %in am {a+uY 

wodurch der erste und dritte Fall auf einander reducirt sind. 

Um zur Reductionsformel für den 2ten und 4teu Fall zu 
gelangen, setzen wir in (9) zuerst a + AT statt «, daim wird 

(12) 77 («. « + ^) = «2 (« + ^) + 4 log It^^^)- 



„f , rj-y k* 8in am a COS atna . ^/ v 
Z{a + K) = -r-—^ + Z{a) 



Da nun aus (7) und (8) § 64 

k* sin 

d am a 

&{a + u + E) = j/~ ^ am{a + u) G {a + u) 
folgt, so erhält man 
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77 (m, a + IT) = — ti :i + « Z (ö) 

Ar' sin am a cos ama 



z=z n {u, a) — u 



d ama 



, , , /i am(a — u) 



Id dieser Formel setze man nun ia statt a, so folgt 

/^«\ rr / • i rr\ TT / • \ fc^ Sin am ia COS am ta 
(13) 77 (ii, ta + J{);=n (ti, m) - m -j^^^ 

1 ,^^ Jam(ia-^u) 

Nun ist aber ((25) § 27) 

Jam(ia — «) d am ia dam u-^k* sin am ia cos am ia sin am u cos amu 

dam{ia'\'u) damiadamu — k^ sin am ia cos am ia sin am u cos amu* 

oder weil nach § 8 

sin am ia = i is am (a, k') ; cos am ia = -. — =t- 

^ V » / ' cos am (a, Ar j 

yt „^ ' dam(a,k ') 

ZI am ta = 7 — p» 

cos am (a, A; ) 

ist, 

dam(ia — u) d am(^a, k*) d amu'\-ik^igam{a^k')sinamu cosamu 

d€tm{ia'\'u) dam(afk)damu — ik^ ig am (a^k) sin am u cos amu 

Da ferner 

i H f±f = i arc tg ^ 
ist, so erhält man 

1 1 o ^^'^(S^ — ") • f ( Ar'tggm(fl,Ar') sinamM cosamMJ 

2;^^ dmn(ia+u) — « »^^ ^ \ jam(a,k') damu ) ' 

Ebenso wird 

A:' sin am ta cos am ta .»2 tgam(a,Ar') 

d am ia d am(a,k') 

Setzt man nun zur Abliürzung 

A:«tgam(a,Ar') 

^am(a,Ar') "" "*' 
SO wird 

• , dam(ia — u) j. \ j ainamu cosamui 

i *og - — 7^— T-^ = f arc tg {A -. ^ 

-* ® damlta-^-u) ^ f damu ) 

Ar* sin am ia cos am ia . . 

;j : == tA, 

d am ta 
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und man erhalt durch Substitution dieser Ausdrücke in (13) die 
gesuchte Reductionsformel für den 2ten und 4ten Fall, nämlich: 

(14) in{u.ia + K)=in{u,ia)+Au^aTclg(^A^-^!^^^ 

Legendre hat die elliptischen Integrale der dritten Gattung, 
je nachdem sie dem Isten und 3ten oder dem 2ten und 4ten 
Falle angehören, durch besondere Namen unterschieden; und 
zwar, weil in der Reductionsformel (11) für den jsten und 3ten 
Fall ein Logarithmus vorkommt, so nennt er diese Klasse die 
logarithmische (Integrales ä parameire logarühmique); die an- 
dere Klasse dagegen, welche dem 2ten und 4ten Falle angehört, 
heisst wegen des in der Reductionsformel (14) vorkommenden 
Arcus Tangens die circuläre {Integrales äparametre circulaire)*). 

§71. 

Wir haben oben § 67 gesehen, dass, wenn die Grösse n 
Legendre's selbst imaginär ist, der Parameter complex von der 
Form a + ih wird. In diesem Falle kommt also das Additions- 
theorem zur Anwendung, und zwar dasjenige für die Parameter. 
Wir schreiten zuerst zu einer neuen Ableitung des Addidonstheo- 
remes für die Argumente. 

Aus der Formel (9) des vorigen § erhält man 

iZ(«,«) = «Z(«) + ilogfg^ 
n{v.a) = vZ{a) + 4Iog|g^J 

7I(« + .. «) = (« + .) Z(«) + i log |g±^>. 

und wenn man die letzte Gleichung von der Summe der beiden 
ersteren abzieht, 

(15) n (m, a) + 77 [v, a) ^ n{u +v, a) 



= 2 log 



9(u—a) 0(v—a) S(u+v+a) 



2'"fe &(u+a) 9(v+a) e(u+v-a)' 

Damit ist die Form des Additionstheoremes , wie es in § 84 ab- 



"") Legendre. Traite' des Fonctions elliptiques III. p. 138. 
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geleitet wurde, bereits hergestellt; es kommt nur noch dai^auf an, 
die unter dem Logarithmus stehende Grosse durch elliptische 
Functionen auszudrücken. Dazu bedürfen wir einer Relation, die 
sich aus der Gleichung (3) des § 64 ergiebt. Wir fanden 



du 



= Z{a) + iZ{u^a) -^ iZ{u+a). 



Integrirt man diese Gleichung nach dem Parameter a zwischen 
den Grenzen o und a, so erhält man 

a a a a 

Allein wegen (4) und (5) § 64 ist 

a a 

fz[a)äa==\.^^; Jz [u-a) da = - Xo^ ^ 



also 



a 



2(« + «)rf« = log^^\ 





= log Ig] - 4log ®{u .a)@{u + a) + log®(u). 

Andererseits aber hat man nach der Definition der Transcen- 
denten n 

dn.{uya) k^sniama cos amaJama ain^ am u 

du 1 — Ä* sin* am a sin* amu ' 

und dieses ist gleich 

dn(u,a) j d\of^{l — Ar'sinflw'ßsin'ßmtt) 

dii ^ "" ^ rftf ' ' 

folglich ist auch 

a 

|dn^ da = _ ^ log (1 _F sin'^ am a sin« am «). 

U 

Demnach erhält man: 
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— \ log (1 — Ic^ sin' am a sin^ am u) = log -^j^ 

— i log © (w — a) & (u + a) + log « (u), 
und wenn man von den Logarithmen zu den Zahlen übergeht, 

, \ ^(o) J l — k* Bin* amu sin* am a 

Mit HCdfe dieser Relation kann der in (15) unter dem Lo- 
garithmus enthaltene Ausdruck auf zweierlei Weise durch ellipti- 
sche Functionen ausgedrückt werden, von denen die eine hier 
näher ausgeführt werden soU"^). Schreibt man statt der vorigen 
Gleichung 

/9(x)9(y) Y^ 9(x+y)G(x-y) 
^ 9(o) J l — k^ sin* am X Bin* am y 

und setzt, darin nach der Reihe 

X = u — a , X + y = u + V — 2a 

sodass 
y =v — a X — y =iu — V 

X ^=zu + a x + y:=^u + v + 2a 

y =z V + a X — y = u — v 

X =^ u + V — a X + y =:u + V 

y = a X — j^=:ti-|-& — 2a 

« = ii-t-t; + « .r + y = u + t> + 2ö 

so erhält man 

r9(u'-a) e(g—g) \2__ 9iu—v) e(u+v—2a) 

\ ^(o) J \ — k*B\n*am{u — a)Bin*am{v — a) 

/ 9(u+a ) 9(v+a) y__ 9(u^v) 9(u+v+2a) 

V ®(^) / 1— Ar*8iii*flw(M4-rt)8m*flm(ü-f-a) 

/ 9(a) 9 { u+v-^a) y__ 9(u+ü) 9(u+ü — 2a) 

\ 9(o) J [ —k* Bin* am a sin* am (u-^v — d) 

/ 9(a) 9{u+v+a) Y_ ^(«+p) 9(u+v+2a) 

\ ^(o) / i — Ar* sin* ßffi fl sin* öwi (w-f-w+fl)' 



*) J a c b i. Fondamenta nova § 54. 
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und wenn man das Product aus der ersten und vierten Gleichung 
durch das der zweiten und dritten dividirt, und die Wurzel 
nimmt: ^ 

(9(M+a) 0(ü+a) €>(«+» — «) 



V 



1 — A:*3in*flf»(M-j-a)8in* gin(v-|-g) 1 — A;' sin* am a ein* aw (m^-o — a) 
1 — Ä:* sin* am {u — a) sin* am {v — a) 1 — Ä* sin* am a sin* (xm (m+ü-|-ö) 



Durch eine ziemlich complicirte Rechnung, welche sich im §54 
der Fundamente vollständig ausgeführt findet, kann man diesen 
Ausdruck auch in den im § 34 gefundenen: 

/^ ^N 1 — Ä* sin offt a sin a mu singmp sing»t(M'-|-"*^ — <^) 

^ ' \'\'k*B\riama Bmamusixiamv Binamiu-^-v-^-a) 

verwandeln. 

Aus dem Additionstheoreme für die Argumente (15) ergiebt 
sich das für die Parameter mit Hülfe des Satzes von der Ver- 
tauschung des Arguments mit dem Parameter (§ 64). 

Wir fanden dort (2) 

(17) . . 77 (tt, a) = ti Z (a) — a Z (w) + il («, «)• 
Pcmnach ist auch 

n{u,b) = uZ(b) — bZ (u) + 77 (b, u). 
Hieraus folgt durch Addition: 

77 (ti, a) + 77 (t/, b) '^ u[Z (a) + Z (ft)] ^ {a + b) Z (ti) 

+ 77(a,ii) + n{b,u). 

Darin kann man nun die beiden letzten Glieder nach (15) ver- 
einigen; wendet man auch zugleich das Additionstheorem der 
zweiten Gattung an ((6) § 64), wonach 

Z {a) + Z {b) = Z {a + b) + k^ sin am a sin am b sin am (a + b) 

ist, so erhält man 

n{u,a) + n{u,b) = uZ{a + b) + uk'^ sin ama sinam6 s\nam{a + b) 

-(« + 6)ZM + i7(a + M) + |l«g tt+Te^ltZXl-i 
Allein wegen (17) ist auch 
uZ{a + b) — {a + b) Z (u) + 77 (a + fr, u) = 77 (ti, a + b). 
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Demnach wird 

n{u,a) + n{u,b) = n{u,a+b) + uk^s\nama sinamb sin am (a-|- 6) 

. , e(a-u) S(b-~u)S(a+b+u) 
^ **"^ S(a+u) e(b+u)G(^a+b-^uy 

oder wenn man in dem Ausdrucke (16) a mit ti und v mit b 
vertauscht, 

n{u,a) + n(u,b) = n(u,a+b) + uk'^sinama sin am b sin am (a + b) 

, i I 1 — l^aLnamuBmamasmambsinam(a'\'b — u) 
* ^ l-|-A:*8in<i»itf8in<i»ia8inam68ina»i(a+64-«y 

und hierin besteht das Theorem für die Addition der Parameter. 



Anhang. 



Zwanzigster Abschnitt, 
lieber die Bewegung des sphärischen Pendels. 



§72. 

Als ein grösseres Beispiel für die Anwendung der elBpüschen 
Functionen und namentlich ein solches, bei welchem auch die 
Transcendenten der zweiten und dritten Gattung eine Rolle spie- 
len, soll im Folgenden die Bewegung des sphärischen Pendels, 
d. h. die Bewegung eines Punctes, der, allein von der Schwer- 
kraft getrieben, auf der Oberfläche einer Kugel zu bleiben ge- 
zwungen ist, untersucht werden. 

Es sei der Mittelpunct der Kugel, oder der Aufhängepunct 
des Pendels, der Anfangspunct eines rechtwinkligen Coordinaten- 
systems, dessen positive z-Axe mit der Richtung der Schwere 
zusammenfällt. Bezeichnet dann r den Radius der Kugel oder 
die Länge des Pendels, g die Acceleralion der Schwere und ff 
den Druck, den der materielle Punct (dessen Masse der Einheit 
gleich angenommen werden möge] auf die Oberfläche der Kugel 
ausübt, so ist 

(1) x^ + y^ + z^ = r'^ 

die Gleichung der Kugel, und ferner 

d^x „ X 

d^ r 



(2) 



dt* " r 
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die Differentialgleichungen der Bewegung (/ bedeutet die Zeit). 
Mulüplicirt man die Differentialgleichungen resp. mit 2 -^, 

2 ^, 2^, so erhält man durch Addition 
dt dt 

^ dt di^ ^ ^dt dfi '^ ^dt dt^ 

^ N / tix , du , dz\ , ft dz 

und da vermöge der Gleichung (1) 

dx , dy , dz ^ 

ist, durch Integration 

(') (f)*+(i;+(i)'=^'+'. 

wo c eine inillkürliche Constante bedeutet. Diese Gleichung ent- 
hält den Salz der lebendigen Kraft. Eine zweite Integralgleichung 
liefert der Flächensatz für die xy-Ebene. Multiplicirt man näm- 
lich die erste der Gleichungen (2) mit y, die zweite mit x und 
subtrahirt, so kommt 

d^y d!^x 

* -f - y -ST = "' 

und mau erhält daher durch Integration, wenn c' eine zweite 
willkürliche Constante bedeutet, 

Wir fähren jetzt Polarcoordinaten ein, indem wir 

X = r sin ^ cos 9, y = r sin ^ sin 9, z = r cos V 

setzen, sodass tif die zwischen und tc genommene Neigung des 
Pendels gegen die positive z-Axe (die Verticale), und g) den Win- 
kel bedeutet, den eine durch das Pendel und die t-Axe gelegte 
Ebene mit der xz-Ehene bildet. Man erhält hieraus durch Dif- 
ferentiation 

dx , dib , , . dw 

— = r cos V' COS 9 -^ — r sm V' sin 9 -^ 

^ = r cos V' s*" 9 -^ + r sin V' cos q> ^ 
dz , , dilf 

und durch Substitution dieser Ausdrücke in die Gleichungen (3) 

und (4) 
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r' (f J + r* sin^ V (f )'= 2?r cos ^ + c 

Dividirt man beiderseits mit r^ und setzt zur Abkürzung 

so folgt 

(5) sin2 t^ = C, 

und wenn man den daraus hervorgehenden Werth von ^in 
erstere Gleichung substituirt, 

^^ \dt J ~ sin«'^ r ^ ^ 

Hieraus ergiebt sich alsdann 

(7) . . dt= ^^^^^ =, 

YQ^ cos i> + a\ sin2 ^ — (72 

und wenn man diesen Werth in (5) substituirt, 

(8) . .dq>= ^^^^^ 



^^ndie 



sin2 ^ ]/0f cos ^ + a\ sin^ ^ — C^ 

Um die willkürlichen Constanten A und C durch Grössen 
auszudrücken, welche eine mechanische Bedeutung haben, neh- 
men wir an, das Pendel befinde sich zur Zeit < = o in der xz- 
Ebene , sodass für ^ = o auch (p == o sei ; die zu derselben Zeit 
stattfindenden Werthe von tl^, -^ und -~ aber seien resp. i)^ 
ilf\ und q>\\ dann erhält man aus den Gleichungen (5) und (6) 
tC = sin2 ^^ y'^ 



(^) • • • j^ = (0',)2 + si,,2 ^^ (y'^)2 _ ^ cos ^0. 

Denkt man sich nun die am Anfange der Bewegung stattfindende 
ganze Geschwindigkeit v in zwei rechtwinklige Componenten u 
und fv zerlegt, die eine, w, in der a:2-Ebene und senkrecht zum 
Radius, die andere, w, parallel der horizontalen o:^- Ebene und 
ebenfalls senkrecht zum Radius, so ist 

u = r jp\, w = r sin ^o 9^'o' 
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^%3nd durch diese Geschwindigkeiten ausgedruckt wird 

r 

2^ 



CIO) . 






cos ^0 



Ben Winkel ^^ lassen wir vor der Hand noch unbestimmt, um 
späterhin die zweckmässigste Annahme fftr ihn treffen zu können. 
Integrirt man nun die Gleichungen (7j und (8) von i = o 
an, so erhält man 



(11) 



/ sin iff d'tff 

J j/(^ cos tl> + As 



y{ 



A] sin^ ^ — C* 



') 



J sin' 



siii'0 d'^ 



V yir^ cos V» + ^) sin^ f — C^ 



§ 73. 

Um die vorstehenden Integrale, welche elliptische Integrale 
sind, da die Variable cos f unter dem Wurzelzeichen in der 
dritten Potenz vorkommt, auf die Normalform zu bringen, müs- 
sen wir nach den Lehren des Illten Abschnitts zuvörderst unter- 
suchen, ob die cubische Gleichung, welche entsteht, wenn man 
den unter dem Wurzelzeichen stehenden Ausdruck gleich Null 
setzt, eine oder drei reelle Wurzeln besitzt. Dabei bemerke man 
aber, dass wegen der aus (7) folgenden Gleichung 



sin 



V; J =:= j/(^ cos 11; + a\ siii^ i, - C'^ 



diejenigen Werthe von tl^, für welche die Wurzelgrösse verschwind 
det, zugleich Maxima oder Minima von V' sind, weil für sie auch 

der Differentialquotient ^ zu Null wird. 

Die Grösse unter dem Wurzelzeichen giebt entwickelt 

^ jcos^ t + ^ cos^ ^ — - cos ilf — ^ (Ar— C^)f- 

Duregpc, ellipt. Functionen. |9 
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Setzt man dann der Kurze wegen 

(12) ... cos ^ = o:, 2^ = a, — ^ 6, 

(13) . . . x^ + ax^ ~ X -^ [h — a) = y, 

so ist 

y = 

die zu untersuchende cubische Gleichung, und 



(14) 



sm 



*?•=/-¥'• 



» Stellt man sich die Gleichung (13) als die Gleichung einer 
Curve vor (Fig. 18), so kommt die Frage, ob die Gleichung y =<r 

eine oder drei reelle 
^"^•^®- Wurzeln hat, darauf 

zurück, zu untersuchen, 
ob die Curye die Axe 
der X ein oder drei 
Mal schneidet. 




man nun x von — oo 
an wachsen , so wächst auch y von — oo an und erreicht für 
o: = — 1 den Werth h, welcher, wie man aus (12) sieht, positiv 
ist. Daher verschwindet y notbwendig einmal für einen Werth 
von X, der zwischen — cx> und — 1 liegt. Dieser Wurzel 4er 
Gleichung y = o gehört jedoch kein Maximum oder Minimum 
des Winkels ^ an, weil hier der Werth von x oder cos i> ein 
unechter Bruch ist, demselben also überhaupt ein reeller Werth 
von ijf nicht entspricht. Aus dieser Bemerkung ersieht man, daas 
der Beweis, den Lagrange im .Art. 16 der 8ten Section im 
2ten Theile der MScanique analytique für die Realität der drei 
Wurzeln der Gleichung y = o giebt, nicht stichhaltig ist. Er 
sagt nämlich: die Natur des Problems lehrt, dass ein einzelnes 
Maximum oder Mininnim des Winkels ^ nicht stattfinden kann, 
"sondern dass auf jedes Maximum ein Minimum, und umgekehrt, 
folgea muss. Da nun die Gleichung y = o als cubische Glei- 
chung jedenfalls eine reelle Wurzel hat, so muss sie auch eine 
zweite reelle Wurzel haben, und daher müssen alle drei Wurzeln 
reell sein. Er setzt bei diesem Beweise stillschweigend voraus, 
• dass jeder reellen Wurzel auch ein reelles Maximum oder Mini- 
mum d(»s Winkels ^ zngehöre. Wäre diese Voraussetzung rieh- 
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üg, so würde gegen obigen Beweis nichts einzi 
lein, wie wir gesehen haben, ist sie nicht richti« 
lier die beiden anderen Wurzein immerhin no 
d. h. es könnten bei der Bewegung des sphäris 
keine Maximai- oder Minimalwerthe des Winkel 
wie dies z. B. bei dem ebenen Pendel der Fi 
selbe um die ganze Peripherie herumschwingt. 

Man kann aber auf andere 'Weise zeigen, 
in der That beim sphärischen Pendel nicht vorl 
mehr die Gleichung y = o immer drei reelle } 
denen die zweite einem Maximai- und die dritt« 
werthe des Winkels ^ entspricht. 

Da nämlich y zuerst (von x = — <x> anfai 
an der Stelle ,t = — 1 aber positiv geworden 
dass die Curve die Axe der x aufs neue schi 
Gleichung if =z o also drei reelle Wurzeln hab< 
für Werthe von x, die grösser als — 1 sind, v 
Positiven in das Negative übergeht. Dass dies i 
tritt, zeigt die Gleichung (14) ^ 



sin ^g= /-■?>; 



denn diese lehrt, dass ^ nur für solche zwische 
liegenden Werthe von x, für welche zugleich y i 
Werthe annimmt. Demnach hat die Gleichung 
That drei reelle Wurzeln, und da für'ar = + J 
tiv, nämlich gleich b wird, so entsprechen de 
auch reelle Werthe von ^. Zugleich ist ersicl 
der zwischen den beiden letzten Durchschnittsp 
der Curve mit der Abscissenaxe (Fig. 18) iiegent 
teren diejenigen Werthe von x enthält, dere 
Werthe von ^ während der Bewegung wirklich 
aus folgt denn ohne Weiteres, dass dem Puncto 
Werth von x, also der grösste von ^, und de 
grösste Werth von ar.oder der kleinste Werth \ 
So sehen wir denn, dass der Winkel ^ > 
wegung des sphärischen Pendels einen grössten 
sten Werth erreicht, jener möge mit a, dieser 
werden. Jener entspricht dem höchsten, dies 
Puncte, den das Pendel während der Bewegun 
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zu erfahren,' ob diese Punkte auf der unteren oder obeien 

Halbkugel liegen, müssen wir unterscheiden, ob die Grösse 

b — a positiv oder negativ ist. Die folgienden zusammengehöri- 
gen -Werthe von x und y : 

X = — oo, y= — cx) 

X = — 1 , y '==b 

X = 0, y = b — a 

X == cos ^0» y = — ^ sin2 ^^ [il,\Y 

X — + l, y = b 

zeigen, dass wenn b — a positiv ist, die beiden letzten Wurzeln der 
Gleichung y = o zwischen o und + 1 liegen, w enn dagegen fe — a 
negativ ist, die eine zwischen o und — 1 , die andere zvdschen 
und + 1 enthalten ist. Demnach liegt ß (der kleinste Werth 

von ^) in Jedem Falle zwischen o und — , dagegen a (der grösste 

Werth von ^) liegt zwischen o und ^ oder zwischen -5- und 

7t, jenachdem b — a positiv oder negativ ist. Nun erhält man 
aber aus den Ausdrücken (12) und (10) 

sin* tp(^w^ 



— cos ^^ 



2^r 
u^ -f- w^ 



'igr 

. , M* + M?* COS* tl>rt 

b — a = cos ^ft — — ' — ;r -^ • 

^" 2gr 

Daher hat das sphärische Pendel seinen tiefsten Punct stets auf 
der • unteren Halbkugel, und es bleibt auch fortwährend in der- 
selben, wenn 

M*4-M?*C08*lf>n ^ cx I 

^ — ^"<2ö'cos^ol 
ist dagegen 

-^-—^ ^>2ö^cos^o» 

so hat es seinen höchsten Punct in der oberen Halbkugel. 
Nimmt man nun für den Augenblick an, dass das Pendel seine 
Bewegung .aus dem tiefsten Puncte beginne, dass also ^^ = ^ 
sei, so verschwindet, weil cos /J eine Wurzel iler Gleichung 
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y = ist, wegen ^14) der DiiTerentialquotient -^ ^ , demnach 

ist auch die Coiriponente u gleich Null, und die obigen Un- 
gleichungen verwandeln sich in 

y COS ßy29. 

Nun repräsentirt w in diesem Falle die ganze Geschwindigkeit, 
^ also die Centrifugalkraft , und — cos ß die verticale Compo- 
nente derselben; man kann daher den Satz aussprechen: Das 
sphärische Pendel gelangt während der Bewegung in 
die obere Halbkugel, oder bleibt fortwährend in der 
unteren, je nachdem im Augenblicke des Durchgan- 
ges durch den tiefsten Punct die verticale Compo- 
nente der Centrifugalkraft grösser oder kleiner als 
die doppelte Schwere ist. 

Die beiden Wurzeln cos a und cos ß der Gleichung y =z o 
können auch einander gleich werden, dann fallen die beiden 
Puncte M und N (Fig, Fig. 18. 

18) zusammen, und 
die Curve berührt nur 
die Abscissenaxe. Der 
Spielraum für die bei 
der Bewegung eintre- 
tenden Werthe von ^ reducirt sich dann auf einen einzigen 
Werth ^ = ^Q == ß = a; d. h. der Winkel ^ ist während der 
ganzen Bewegung constant , das Pendel beschreibt also auf der 
Kugel einen kleinen Kreis. In der That wird jetzt y für reelle 
Werthe von ^ nicht mehr negativ, spndern erreicht nur den 
Werth Null, daher muss während der ganzen Bewegung wegen 
(14) -^ = Null sein. Hieraus folgt zuiiächst, dass m = o ist. 
Weil aber die Gleichung y = o jetzt zwei gleiche Wurzeln hat, 
so muss auch -r verschwinden, man hat also 




dif 
dx 



= 3 cos^ ^ + 2a cos ^ — 1 = ; 



*) sin -^ kann nicht Null sein , da cos -^ die Werthe -f- l oder — l 
niemals erreicht; das sphärische Pendel geht daher niemals durch die 
Verticale. 
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und substitiurt man darin den für u = o sich ergebenden Werth 

a = ^ - cos ^, • 
so erhält man 

9 rg sin* iö 
w^ =: -2 j-^« 

COS'^ 

Die Bedingungen für das Entstehen der kreisförmigen Bewegung 

sind daher 

9 rg sin* ib 

cos ip 

\^praus zugleich hervorgeht, dass eine solche Bewegung nur' in 
der unteren Halbkugel stattßnden kann. 

Schreibt man die letztere Gleichung in folgender Form, 

— : — - cos ih = g sin tb, 

und bedenkt, dass r sin t der Halbmesser des kleinen, vom Pen- 
del beschriebenen Kugelkreises, 

r sin 'tff 
also die Centrifugalkraft in Bezug auf die Verticale als Rotalions- 
axe genommen, 

*f . cos t und g sin ^ 

aber die auf dem Kugelradius senkrecht stehenden Componenten 
jener Centrifugalkraft und der Schwere sind, so kann man fol- 
genden Satz ablesen: Das sphärische Pen del bewegt sich 
kreisförmig, wenn erstens die anfängliche Geschwin- 
digkeit horizontal gerichtet, und zweitens die auf 
dem Kugelradius (dem Pendelfaden) senkrecht ste- 
hende Componente der auf die Verticale als Rota- 
tionsaxe bezogenen -Centrifugalkraft gleich der nach 
derselben Richtung genommenen Componente der 
Schwere ist. 

§74. 

Es sollen nun die Winkel a und ß statt A und C als will- 
kürliche Constanten eingeführt werden.*) Dies geschieht leicht 
mit Hülfe der cubischen Gleichung y = 0, von welcher cos« 



*) Lagrange. M^canique analytique. IL Sect. VIII § I. 
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vind cos /S zwei Wurzeln sind. Denn da der Coefficient von x in 
derselben = — 1 ist, so muss, wenn die dritte Wurzel für den 
Augenblick mit g bezeichnet wird, ' 

cos a cos /S -|- I cos a 4- S cos /S = — 1, 
also 

V 1 4" cos a cos ß 

cos a 4" cos ß ^ 

sein. . Demnach Ist 

/ I o\ / I \ / 11^4" cos a cos Äv 

y = (cos ^ - cos ß) (cos t - cos «) (cos t + c^ <, 4. cos^ ^ • 

Alsdann folgt, weil a die Summe und b — a das Product der drei 

Wurzein, mit entgegengesetzten Zeichen genommen, ist, 

'■ r t o 14"CosacosßT 1 — cos* a — cos* Ä — cos a cos Ä 

a= — [cosa4- cos/J -^ — , 5^] = t-^ — 5 ^ 

'- * '^ coera4"Cosp -^ cos a 4" cos p 

, cos a cos P ( 1 4" cos a cos ß) 

cos a 4" cos ß ' , 

mithin 

, 1 — cos* « — cos* ß 4" cos* a cos* ß sin* a sin* ß 

' cos a 4" cos ß cos a4"Cos ß* 

Demnach ist auch 

j ^g 1 — cos* a — cos* p — cos tt cos ß 

r * cos «4- cos ß 



C 



^ jKcos a 4" cos ß 
und die Gleichungen (11) Verwandeln sich in- folgende 



■"''k 



sin 1/; d'tlf 



9 = 



y - (cos^-cos/S) (cosV'-cosa) (cos»+ J^^^j^^^^ p 
sin Qg sin ß 



^cos a 4" cos ß 

sin -^ rf-^ 



r - . 

Jsiii^tlfj/^ (cos^— cos^) (cos ^— cos«) (cos ^ 4: ^^^^T^,llß ) 

Zur Reduction dieser Integrale auf die Normalform bedie- 
nen wir uns der im § 23 erläuterten Substitutionen der zweiten 

Ordnung. Setzt man der Kürze wegen 

, /, „ 14- cos a cos ß 

COS t^ = »r, cos p = x^y cos« = »r«, ' t T = ar.,, 

^ ' r 1» 2» cos a 4" cos ß •* 
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^1 > ^2 > ^3 > — ^' 
so ist das zu iransformirende integral das folgende 

dx 



-fr 



V—(x -a;,) (x -a?2) (x—Xs)* 

und die Inte^rationsgrcnzen liegen zwischen den beiden auf ein- 
ander folgenden Wurzeln .r^ und x^. Nun giebt es, wie § 23 
gezeigt wordeii ist, immer zwei Substitutionen, die si«h dadurch 
unterscheiden, dass, wenn die Variabein der entstehenden Nor- 
nialformen mit und cd bezeichnet werden, x und sin^ cd gleich- 
zeitig abnehmen , x und sin^ 6 aber nicht. Man hat daher fol- 
gende entsprechende Werthe der Variabein: 

Abnehmende Werthe von x: 



(16) 



Zunehmende „ „ sin^ 0: 
Abnehmende „ „ sin^ cd : 



Xi, 


xj, 


a^s, 


+ 00 


0. 


1, 


1 
*•• 


+ 00 


1, 


0, 


+ 00. 


1 



Bedient man sich nun der Formeln (3), (6) und (7) des 
§ 23, so hat man zu setzen: 

bei der ersten Substitution /> = arj, qz= X2, r = 0:3, 5 = 00, 
„ „ zweiten „ p = x^, q = x^, r = 00, s z= x^. 

Demnach erhält man für beide Substitutionen 

und dann bei der ersten Substitution 



sin^ = - — ^, cos^ = — — —, J^0 = 



X — 0:3 



x^ — a?! a?i — X2 tTj" — x^ 

dx «L '^ ^*^ 



jK— (o? — 07,) (a?— a?2) (ic — a?3) fx^—x^ ^^* 

und bei der zweiten Substitution 

Sin^ GD == ^*~^^ . ^""^2 __, 1 ^ — a?a 



u,| — a?2 X — 073' Ar" X — x^ 

dx 2 d(a 



y—(x^Xi) (X — X2) (x — Xi) Vx^ — x^ ^^' 

Uebrigens ist sogleich ersichtlich, dass man auch hat 

tMm\ • • COS o 
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Durch a und ß ausgedrückt, geben nun diese Formeln 

, gv ,2 cos* p — cos» « , /2 1 + '^ cos« cos P4" cos*" 

(iöj f^ — 1^.2 cos et cos (J+cos« ß' '^ — 1 + 2 co?« cosjj+cos« jJ' 

und dann bei der ersten Substitution 

!/% / /, \.9^ «9^ COS ß — COS tfr 
COSI^ =: COap — (COSp — COS«) SIU^^ 6, »ITT = g 
^ '*r \ i J COSp — COS« 
V 
g. l/ r -y/ COS ß + COS a / da 
^ y 2g ¥ 1 + 2 COS « COS (J + cos« ß J da* 

und bei der zweiten Substitution 

1 cos 'ip — cos a 



Sin' CD = 



Ar* 1.1 + cos a cos ß 

COS if H -^- -. -^ 

, , , cos a + cos p 

(20) { '^ « 

. ^ t/Z! 7/ cos (? + cos « / ^rftt> 

^^ r 2g r 1+2 cos« cos |3 + cos* |5 J ^co* 

wobei 0Q und «»o ^i® ^^'^ Werthen t = und if"= ^^ entspre- 
chenden Werthe von und c} bezeichnen. 

Der Winkel q) wird durch ein Integral von der Form 



/ 



dx 



(1— a?*) y—(x—x^) (a?— a?2) {x—x^) 



bestimmt. Dasselbe zerlegt sich in die beiden elliptischen Inte- 
grale dritter Gattung 



V(l+^) 



dx 



y—(x—xi) (X—X2) (x—x^) 

dx 

y—(x — Xi) {X — X2) (x — Xs) 

Da diese nach der Transformation die Form 

no)da. 



/( 



(1 + n sin* a) /Ja 

annehmen . so hat man für diejenigen Werthe von sin^ tf 

zu setzen , welche resp. den Werthen — 1 und + 1 von x ent- 
sprechen. Bezeichnen wir nun die Legendre'schen Parameter bei 
der ersten Substitution mit n^ und n^ und bei der zvieiten Sub- 
stitution mit m| und m^, so erhalten wir: 



298 Ahschn. XX. lieber die Bewegung des sphärischen Pendels. $ 74. 
Erste Substitution 

für a: = - 1 wird sin^ a = — 1 = -^*^tl^ 

„ a: = + 1 „ sin« <^ = - - = J^LZtJ-; 

"2 . a?l — ^2 

zweite Substitution 
für a; = — 1 wird sin« o = =3 tt ^-4-^» 

«1 Ä* 1-1-073 

Erinnert man sich nun, dass x^ und o?, zwischen + 1 und 
— 1 lagen, 0:3 aber < — 1 war, so kann man das Schema [16) 
in folgender Weise erweitern : 

Abnehmende Werthe von x: + 1, arj, Xj, — 1, .1:3, + 00, 
Zunehmende Werthe von sin« 6: , 0, + L ,7r» + co, 

Abnehmende Werthe von sin« « : ——,1, 0, ' . +00, jj, 

und sieht dann sofort, dass 

nj zwischen — 1 und — ä« 
«2 .* 

^2 » 

liegt. Hienach gehören bei beiden Substitutionen die elliptischen 
Integrale dritter Gattung derjenigen Klasse an, welche Legendre^ 
Integrales ä parametre circulaire genannt hat (Siehe § 70.) 

Die wirkliche Transformation der in Rede stehenden Integrale 
ist nun leicht; nach einigen Reductionen erhält man: 

Erste Substitution 

a 
sin er sin (j i \ f* da 

^ ~ ;/l+2co8aco8|5 + co8«|5 i 1 + «os ß J (1 + n, sin« ff) Je 

' 1 — cos P J (l + JJj sin« «) J«\ 
\ 
COS ß — cos a . cos ß — cos a 

"' — — üf^sTr' "« = + i-co8p • 






>» 


+00 





tt 


+00 


— 1 


*f 


— *» 



(21) 
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Zweite Substitution 



2) 



6/ 

sin a sin ß i J /^ J*m dm 

^~ ~Ki+2cos« co8(3r+co8«(J {i+cos« J{T+'»i8ia'«) 



^m 



+ 



6/ 



^ _. ^2 (i — cos «) (1 — cos ß) 
^ (l + cos «) (cos a + cos P) * 

^"2 = — ^' nZT 



(1 — cos «) (cos a + cos jJ)' - 

S 75. 

Wir werden uns nun in der Folge bei dem Winkel ^ äus- 
hliesslich der ersten Substitution, als der einfacheren, bedie- 
d; bei dem Winkel 9 jedoch' wird sich zeigen, dass die erste 
ibstitution in vielen Fällen unbrauchbar wird, und dalier die 
eile angewendet werden muss. 

Ueber den bis dahin noch willkürlich gelassenen Winkel ^y, 
Jches der Werth des Winkeis ^ zur Zeit < = war, wollen 
r nun so verfugen, dass die unteren Grenzen der auf die Nor- 
ilformen reducirten Integrale, a^ und Oq» verschwinden. AIs- 
nn zeigen die Formeln (19) und (20) des vorigen §, dass man 
i der ersten Substitution ^^ = j3, und bei der zweiten Sub- 
lution ^0 = a anzunehmen hat, d. h. also, dass man bei der 
sten Substitution annimmt, das Pendel beginne seine Schwin- 
ngen aus dem tiefsten Puncte, bei der zweiten dagegen aus 
m höchsten Puncte. 



Setzt man nun 



Cda 



da 



z=z am u 
so wird nach (19) unter der Voraussetzung öq = 

s 9 t/Z 7/ cos p+ cos« 

"^ r 2g r l + 2cos«cos(J-|-co8«/J "' 
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oder wenn man der Kürze wegen 

i^'^] 2 7/^ 7/ cosp+costt _ .7/ 2r _ 

^^^^ ^ y 2g r l+2ro8acos(J+cos«(J~T ^(cosjJ-cos«) ^ ^ 
setzt. 

Bezeichnet man ferner mit T die halbe Schwingungsdauer, 
d. h. die Zeit, in welcher das Pendel vom tiefsten Puncto zum 
höchsten gelangt, so erhält man, weil nach (19) für ^ == j3, 

a = 0, und für ^ = a, <y = -^ ist, 

T = MK. 
Demnach kann man auch setzen 



und erhält 



M — I. — 1. — ^' 



(T = am Y- 



Dies nun in (19) substituirt, liefert den Winkel ^ als Function 

der Zeit ausgedrückt: 

(24) cos ^ = cos /S — (cos ß — cos a) sin^ am -^ 

= cos ß cos^ am y+ cos a sin^ am ^, 

worin nach (23) der Coefficient -^ auch den Werth 



f = r^ 



gr (cos ß — cos a) 



hat. In der vorigen Formel w|ichst das Argument der Amplitude 
um K, wenn i um T wächst, daher ist 

sm^ am — —j, — - = sm^ am -= 
und 

sm^ am — ^^-= — - = sm^ am — —=^ — -. 

Hieraus geht hervor, dass die Bewegung in der Art vor sich geht, 
dass der Winkel ^ genau in der umgekehrten Beihenfolge der 
Werthe von a bis ß abnimmt, wie er von ß bis a gewachsen 
ist, und dass nach Verlauf der Zeit 2T immer genau dieselben 
Werthe von ^ periodisch wieder eintreten. In den Momenten, 

wo t die Werthe \T, \T, |r, hat, bat ^ immer den gleichen 

Werth; nämlich, da 



Absphn. XX. Ueber die Bewegung des sphärischen 

sin^ am ^K = sin^ am \K = sin'^ am |/i' = 

ist (§ 10. S. 27), so ist dann 

, cos a^ k* cos ß 

cos H, = j^^.— ^. 

Man kann die Formel (24) auf eine einf< 
.gen, wenn man statt des Winkels ^ einen 
einführt, der aus dem ersteren sich durch di< 

cos tb , 

— r = cos if. 

cos p ' 

ergiebt. Denn setzt man ausserdem auch no< 

ia.w\ COS a ^x • 

(25) ^J^'^'^i*) 

SO erhält man 

cos ^j == 1 — 2 sin^ \ «j sin^ a 

oder 

(26) . . . , . sin 4 ^j = sin ^ «j sin am 

Ferner erhält man aus (18) 

jji 1 — cos'tfj • 4sin*^of|£os*^o 

~ 1 + 2C0S«, + 1 ~4co8H«. + t? 
* ' cos* (3 

setzt man nun noch 

2cosia, ~ "^^ f^i' 
SO wird 

Ar = sin J «^ cos /Sj. 

Der Ausdruck (26) eignet sich gut zur E 
Reihe. Wendet man die erste der Formeln ( 
hält man 

sin 1 \b — ^^° ^ "' ^ 



cos a 
*) Dass ß stets ein echter Bruch ist, 

cos ß — cos a und cos ß -j- cos a immer positiv 
erste, weil a > p, das zweite, weil nach (15) für 
<?os a + cos ß die Constante C, und daher auch < 
Componente w unendlich gross sein müsste. Demi 

zwischen und a oder zwischen und n — a^ je 
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odar 



(27) 



sm 



i^^=2/?iBAf^ 



COS ßx 



V9 



sin 



nt 



vq' 



sin 3^ + ^'^^^ sin 5*;- 



22? 



1-2^ cos^ + 2q* cos 2y - S?8 CO« 3^ + 



Der Modul Ar ist in den meisten Fällen kleiner als der Mit- 
telwerth^^. Zuerst ist leicht einzusehen, dass dies immer der 
Fall ist, so lange das Pendel nicht in die obere Halbkugel ge- 
langt. Denn da wegen der Formel (25) die Winkel a und «j 
gleichzeitig den Werth 90® erreichen und überschreiten, so fdgl 
aus der Formel für k, dass dasselbe selbst für a = 90^ 
noch kleiner als }/\ ist. Stellt man ferner die Ungleichung 

d. h. nach (18) 

cos* ß - cos* a 



i< 



1 -|- 2 cos a cos ß + cos* j3 



auf, aus welcher 

sin^ j8 -|- 2 cos a (cos a + cos jS) ^ 
folgt, so erhält man durch Auflosung nach cos a: 



cos a = — i cos /S (1 + j/i — 2 tg2 /S 
> - 1 cos /J (1 + j/1 - 2 tg2 
cos ß (1 



cos 












Daraus geht hervor, dsj^ der Mittelwerth k'^ :=z\ nur für solche 
Werthe von ß erreicht werden kann , für welche tg j8 ^ j/^ ist 
(also für j8 <^ 35® 16')- Für einen jeden solchen Werth von ^ 
giebt es dann zwei Werthe von«, für die k"^ = | ist, und nur 
für die dazwischen liegenden Werthe von a wird Af^ > i- Die 
folgende kleine Tafel giebt für einige Werthe von ß diese aus 
der vorigen Formel berechneten Werthe von a an. 



_p_. 


i_,. 1 


35« 16' 


1140 6' 


1140 ö' 


ao 


100 33 


133 5 


20 


93 61 


150 46 


10 


90 53 


165 46 


5 


90 13 


172 55 
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Man sieht' hieraus, dass in der That bei weitem in den mei- 
sten Fällen der Modul unter dem Mittelwerth sein wird. Erin- 
nert man sieh nun desjenigen, was im § 52 über die Kleinheit 
der Grösse q gesagt ist, so leuchtet ein, dass man immer nur 
wenige Glieder der in der Formel (27) enthaltenen Reihen zu be- 
rechnen haben wird, ]a dasflLfur die meisten zur wirklichen Be- 
rechnung kommenden Fälle die einfache Näherungsformel 

sin4^,-=2T/?i^. ^ 

r C08 ft 1 _ 2g cos ^ 

vollkommen ausreicht. 

Bei der zy^eiten Substitution erhält man aus den Formeln 

(20) und (23) 





«0 


und wenn man ^q 


= a, also (»o = annimmt. 




'"-*/i- 


Setzt man dann 


u 




./s - «1' 



so wird 



m = am u^ und ti. = — ^. 



Nun fanden wir oben (17) zwischen den Winkeln ö und m die 

Relation 

cos a 
sm CD == — r— , 
Ja 

also ist auch 

._ cos am u 

sm am ti, = — , 

^ Jamu 

d. h. nach § 10 (17) S. 28 

sin am Wj = sin am (m + K), 

% 76 

Wir gehen jetzt zur Untersuchung des Winkels 9 über, des- 
sen Ausdrücke durch C und co in den Formein (21) und (22> § 74 
gegeben sind, in welchen nach den im vorigen § gemachten Au« 






1*9cV*"-' _^oticl/2:-,i«««^"* 










ir-V«'^'"'l'n aus. 



...» n .!,'r V* 










{^"S) 




ni^'^^' 



aeu^ 



toa^ 



Y)e\ 



aet» 



jc^ s\^ 



.a a«* ' 






m 









^0^ 



.ftwvüoft 



80 






^«» 



ist 



aber 











§1* 



se*«^^.::i:v x-^!^r ««* -^ 



fe ist •^«' ^: ma ^^'^^ • ;är»Ai<^^ «^ "> 
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«^ = — U^ sin^ am {ia^ + Ä^), m, = — Ar* sin^ am ib^ 



= — Ar^ sin^ 



»Ig = — k^ sin^ am (tftj + -&^)- 



Nun waren aber sowohl und , 

«1 _ »»I 



auch und 



gewisse Werthe von siii^ ö und sin^ (o, d. h. von sin^ am u und 
sin^ am u^, welche demselben Werthe von ^ zug/ehörten. Ausser- 
dem fanden wir, dass 

siii^ am tij = sin^ am (m + if) = sin^ am {u — IC) 
ist. Hieraus folgt, dass die Jacobi'schen Parameter ia^ + K und 
t6|, und ebenso auch tVi^ und 1^2+ ^* "^^ "^ ^^^ Grösse iT von 
einander verschieden sein können, dass also 
«^ = fe^ und «2 = ^2 
sein muss. Dies bestätigt sich nun auch sofort, wenn man aus 
den Ausdrucken (21) und (22) für die Grössen n und m durch 
a und ß die reellen tVerthe der elliptischen Functionen der Pa- 
rameter aj , 02 , h^, h^ mit dem (komplementären Modul Ic durch 
a und ß ausgedrückt herstellt. Man findet dann, mit Benutzung 
der Formeln für die Argumente tu (S. 23) und tu + K (S. 28), 
mag man von den Grössen n oder m ausgehen, dieselben Aus- 
drücke für 6] , &2 ' ^^ ^^ ^^i* ^1 > ^2 » n<^nili<^li die folgenden : 

sin^ am (a U] = ^^ -cos«) (1 -cosp) _ 4^'8in»^«8in« } |3 
VI» y l-|-2cosaco8|3+co8*a A;'* (cos* |3 — cos'a) 

2A:» cos'^tt 



(30) 



\ 1' / l-|-'^co8acos|3-|-co8*a A:'* (cos |3 — cos a) 

^ ' ' l + zcosacosp+cos'p cosp — cos« 

«in^iim r« k'\ — l+^co8«cos(?+co 8«g cos« |J -cos» a 

«"»l«2'«^J— (l+co8|J)(l.fco8ä) ~4ifc«co8«iacos«"4|3 



cos^ am (02, Ar') = 



(1 — cos ß) (cos g+ c os «) tg« ^p (cos p -|" <^Q^ ^) 



(1 + cos |J ) (1 + cos a) 



2co8* ^a 



^ am (a k') = (^ ~co8cg)(cos(g+co8«) tg«^«(cosP+co8«) 

^2» ; (i-fco8a)(l + cos|3) 2cos«i|3 

Da nur die Quadrate dieser elliptischen Functionen gegeben 
sind, so können diese selbst als positiv angenommen werden; 

dann liegen am (a, , k') und am (a^ , k') zwischen und y, also 
«1 und «2 zwischen und K\ 

Setzt man ferner in der Gleichung (28) für a resp. ia^ + K 

ilari'^e, eHi|it. Funclionen. 20 
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nahmen über den Anfangspunct der Zählung der Zeit 6^ = (i 
und g)q ;= zu setzen ist. Es kommt nun top Allem darauf an, 
die in jenen Ausdrucken enthaltenen Integrale 

J {l-^-n sin« c) Ja ^ (1 -|- »».sin* a) Jm 

durch die Transcendente 77 auszudrücken. Das erste derselben 
ist schon § 20 ermittelt worden, nämlich für 



/'■ 



^ = u und « = — A:^ sin^ am a 
Ja 



hatte sich ergeben (§ 20. S. 72) 

o 

(28) . . f-—.-Jß-—- = « + *4^^ n{u. a). 
^ (1 + n sin« a}Ja * J am a ^ ' ^ 

Setzt man bei dem zweiten Integrale 

fü 

I -^ =z u^ und m = — ^2 g|u2 am b , 
so ist nach der Definition der Transcendente 77 (§ 20) 

TT / v\ 1 ^' siii ^^ 6 COS am b J am b sin« m dto 
^ ("»• *) = j/ (l+««m»«,)^a, • 

Nun ist aber 

üt U « * 

/ J*(0 doa r rfflö- / * Af« sin« a> rfia 

J (l+»i8ln«i»)z/i» ~"y (l+TO8in«ö))^« ~ J(l+»«8in««) j«' 

folglich erhält man 
^ (l+»*8m««)jz/c» ' ' Jamb ^ ^ ' Binamb coa am b Jamb 

Es ist im § 74 gezeigt worden, dass die Legendre'schen Pa- 
rameter Wj , «2 » ^1 » ^2 entweder zwischen — 1 und — A:^ oder 
zwischen und + <x> liegen, nämlich n^ und mj zwischen — 1 
und — k!^, dagegen n^ und m^ zwischen und + xx>. Aus den 
Untersuchungen des § 67 geht daher hervor, das« man zu setzoi 
habe : " ^ 
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n^ = — k^ sin^ am {ia^ + Ä'), m, = — Ar* sin^ am ib^ 

«2 = — k^ sin^ am i€u^, »12 = — k^ sin^ «m (163 + ^). 

Nun waren aber sowohl und , als auch und 

gewisse Werthe von siri^ ö und sin^ 10, d. h. von sin^ am u und 
sin^ am u^, welche demselben Werthe von ^ zugiehörten. Ausser- 
dem' fanden wir, dass 

sin^ am tij = sin^ am (m + JT) = sin^ am [u — K) 

ist. Hieraus folgt, dass die Jacobi'schen Parameter ia^ + K und 
ih^, und ebenso auch ia,^ und ib^^ K, nur um die Grösse JT von 
einander verschieden sein können, dass also 
a^ = b^ und «j = ^2 
sein muss. Dies bestätigt sich nun auch sofort, wenn man aus 
den Ausdrucken (21) und (22) für die Grössen n und m durch 
a und ß die reellen tVerthe der elliptischen Functionen der Pa- 
rameter aj, a^, b^, &2 ^^^ ^^^^ (komplementären Modul k' durch 
a und ß ausgedrückt herstellt. Man findet dann, mit Benutzung 
der Formeln für die Argumente im (S. 23) und iu + K (S. 28), 
mag man von den Grössen n oder m ausgehen, dieselben Aus- 
drücke für ft, , 62» ^^^^ för «1» «2» nanfilich die folgenden: 



(30) 



sin^ am («„^') = ^(l -co8«) (1 -cosp) 



4/^sin«Ja^in«Jj^ 
A;'* (cos* |3 — cos*«) 



2 cos a cos |3 -f- cos* a 

COS^ «».<«„*') = (| + cos«)(cosH-c os«) _ 2t« cos» 4« 

^ * ' l-f-2cosaco.s|}-|-co8*a Ar * (cos p — cos a) 

^ * ' l-t-2cosacosp-t-cos*p cosp — cos« 

«in2«m^/i //^ — I+^cos«cos|3+co s«|3 cos«|3-co8»a 

sm am (a2, k ) — (i+cos^ (l+cosä) " 



■ 4Ar*co8*^acos*4|3 

Cf^^'^nmin h'\ — O" C08P)(c08g-fc OS«) tgHP(c08|3-fC08«) 

cos am(a2.Arj_ fi + eosß)(l + co8"cö~ ~ 2^«lii 

^2 «^ Z'« lf\ (1~C08«)(C0S|3+C08«) tg»^tt(cOSP+C08«) 

V "^^ ^^2' '^) — (l + co8a)(l + cos|3) -" "2^^i^ 

Da nur die Quadrate dieser elliptischen Functionen gegeben 
sind, so können diese selbst als positiv angenommen werden; 

dann liegen am (a, , U) und am (aj , U) zwischen und — , also 
a| und a^ zwischen und K\ 

Setzt man ferner in der Gleichung (28) für a resp. laj -f K 

ilari'^e, L'lliiit. Functionen. 20 
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und laj, und in (29) für b resp. ia^ und 102+ -ä', so erhalt man 
mit Berücksichtigung der Formeln (12) § 8 und (18) § 10 

/* da ' , . dam{a.,k') rr', • 1 r'\ 

(l+Wj 8in»cF)z/cF ' Ä* sin /7WI («!,*) cos «»i(/7i,A:) v » 11 / 

/ ' d6 ,, I , si" ani («2, A;') costf?;t(<y2 , A:') « , . 

J (l+«2 sin*^MS — ti i- f j„m{a^M) ^ ^''^ ^i 



/ — ^ 






/ßcndco , . cos/77«(fl,,A;') «. , . » 

'»'Sin* CO) Z/CO * 8in/7/w(rti,Ä)z^//TO(ai,A) * '^ 



d^(Ofico 



* ' o.nsnmi/i^.k) \ 1* Z i i 



Suhstituirt man nun diese Ausdrücke in die Formeln (21) 
und (22), nachdem man vorher die Coefficienten der 77 mittelst 
(30) durch a und ß ausgedrückt hat, so erhält man für den 
Winkel q> die folgenden Wertlie: 

Erste Substitution 

f = FTir=--"-"-"^x=^ + '" ("• '■«' + ^) + '^ ("• '«i)- 

f^ 1 + 2 cos a cos p+ cos* p 
Zweite Substitution 

f^l + 2co8aco8p + ^08 P 

Diese Ausdrücke zeigen, warum die zweite Substitution drr 
ersten vorzuziehen ist. Da nämlich ß entweder zwischen o und 
a oder zwischen o und n — a liegt, je nachdem a kleiner oder 

grösser als -^ ist, so ist ^!--ö s^l^ets ein unechter Bruch. Nähert 

l sm p 

sich ß der Null, so wird das erste Glied sehr gi'oss. Für ß ■— o 
aber wird wegen der Formehi (30) 

sin am («j, Ar') = o, sin dm [a^, /:')== 1» 

cos am («j, U) = 1, cos «m («j» ^ = o» 
also 

es geht daher 
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n (w. la, + ^) in 77 (m, K) 

77 (m, irtj) iii 77 (m, tX') 

über, von welchen Grössen die erste Null, die zweite unendlich 
gross ist (§ 20. S. 72). Demnach wird der erste Ausdruck von 
(p für ß = unbestimmt und erscheint hei kleinen Werthen 
von ß als der Unterschied zweier sehr grosser Zahlen. Anders 

verhält sich der zweite Ausdruck für w. Hier ist ^?^ stets ein 

^ Bin a 

echter Bruch, und da 

77 (ti, o) =: 0, 77 (m, K + iK') z=^ o 

ist, so verschwinden für ß = o alle drei GUeder. 

Wir werden daher im Folgenden ausschliesslich den zwei- 
ten Ausdruck für (p anwenden. Im vorigen § ergab sich 

«1 = - i= 

da nun auch u = -^ war , worin freilich die Zeit t einen an- 
M 

deren Anfangspunct der Zählung hat, so wollen wir von jetzt ab 

unter u den Ausdruck 

/ , A7 

Äi »''«'• -T 

verstehen, und demgemäss — u für Mj schreiben. Dann erhal- 
ten wir mit Berücksichtigung der Beziehung 

77 (— w, a) -..^ — n[u, a) 

^=—— ^-» . ^ + in{uM,) + in{u,ia,+K). 

sinaf^l-f-2co8acos/3-f-co8*p ' 

Darin kann man dem ersten Gliede noch verschiedene andere 
Forme« geben, indem man die Gleichungen (18), (23) 



-- 7_ rt l/Z. 7/ cos|3-t-co8« , ^ / 2r 

^ Y Igr l-f-2cosa cos|3-f- co8*ß f g{coaß — Qoaa) 

Ir -— 7/ cos* ß — cos* a 

r 1 -f- 2 cos a cos p + cos* jJ ' 

sowie die Beziehungen (9), (10), (15), in welchen ^^ = « zu 
setzen ist, 

C = sm^ a op n = sm a - - - 7/ -^ 1/ . ~~^ 
^ " r Fr r cosa + cosp 

benutzt. S€hrei))t man nämlich der Kurze wegeii 

20* 
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(31) q) = Pt + in (w, ia^) + in (m, ia^ + K), 

so nimmt P die folgenden Formen an: 



(32) 



p 2 sing K^ 

sin a ^1 + 2 cos a cos /3 + ^os* ß '^ 

'^ ** sin a ^cos ß + ^^s a 

28in|!^ AriC u; 



sina^cos«|J — cos"«a ^' . rsinof 



= 9c 



Wir wendeti nun ferner auf die Gleichung (31) die Relation 
(1) des § 64 

n(u.a) = uZ[a) + ilog|g^; 

Kt 
an, indem wir zugleich w = -^ setzen; dann wird 

9= \P + i^Z[ia,) ^ i^ Z [ia., + K)\ t 

Dieser Ausdruck besteht aus zwei Theilen, einem periodischen, 
und einem, der mit der Zeit proportional wächst. Um die Be- 
deutung .des letzteren einzusehen, bezeichnen, wir mit ^ denje- 
nigen Werth des Winkels 9, welcher der Zeit T entspricht, d. h. 
denjenigen Winkel, welchen eine durch das Pendel und die Ver- 
ticale gelegte Ebene beschreibt, während das Pendel vom höch- 
sten zum nächstfolgenden niedrigsten Puncte sich bewegt. Setzt 
man aber i z= T , so wird w = JT, und da nun 

77 (^, a) = ^Z {a) 

ist (§ 64. S. 252), so erhält man aus (31) 

O = PT + iKZ[ia;) + iKZiia^ + K), 

und mit Hülfe dieses Ausdrucks geht der vorige Ausdruck für 9 
in den folgenden über: 

K^^) 9 — 7, ^ + i « log 0(„+,.^^)0(,,+,.«^+^)- 

Dieser Ausdruck ist in Verbindung mit dem, -was im § 75 
über die Beschaffenheit des Winkels ^ ermittelt worden ist, ge- 
eignet, eine Vorstellung von der Bewegung des sphlo'isehen Pen- 
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dels zu gewähren. Nach § 62 hat die Func 
Eigenschaften 

®{—u) = @ (u) 

S(u + ^ = ®{u- 

Demnach verschwindet das periodische Gli« 
drucks für w = o, = Ä', == 2A^, = SüT, 
folgende entsprechenden Wertlie von i, t "i 

< = 0, =3 r, = 27, = ST, = * 

q>=Tzo, = *, = 23>, = 3^, = 

Setzt man ferner < + 27* für /, also u + 
das ' periodische Glied ungeändert^ während 
20 wächst. Bezeichnet man daher mit tp 
Zeit t stattfindenden Werthe der Winkel 9 

g>{t + 2T) = 20 + <P W» 
während gleichzeitig nach § 75 

^ (/ + 2r) = ^ {t} 

ist. Daraus erhellt, dass die Bahn des sph 
fortwährend sich wiederholenden congruent 
welche den Zeitintervallen 

...2r, 2r... 4r, 4r... er, 

und den Winkeiintervallen 

... 20, 20 ... 40, 40 ... 6< 

entsprechen. Wenn daher in einem ra 
zu Jt steht, so wird das Pendel, nachdem 
coogruenten Theile durchlaufen hat, wiedei 
rückgelangen, von welchem es ausgegangen 
jt incommensurabel, so erreicht das Pendel i 
niemals wieder. 

Setzt man ferner 2T — i statt t, oder 
nimmt das periodische Glied den entgegen, 
Demnach ist 
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(p{2T-^ t) = 20 -(p{i); 
da nun gleichzeitig 

t{2r- t) = t{t), 

so besteht jeder der vorhin ermähnten congruenten Theile wie- 
deruin aus zwei congruenten Stücken, die jedoch eine entgegen, 
gesetzte Lage zu einander haben. 

In Fig. 19 ist die Projection eines 
Theiies der Bahn des sphärischen Pen- 
dels auf eine Horizontalebene darge- 
stellt. Die Puncte 0, 1, 2, 3, 4, etc- 
entsprechen den Zeiten 

0, T, 2T, ZT, 4r... 
den Winkeln 

t = cc, =j8, = a, =/J, = «..., 
sodass 

i!/0 = ^2 = il/4 = . . . = r sin a, 
Ml =M3 = Mb — ,,.=:rsinß; 
endlich den Winkeln 

9) = 0, =0, =2^, =3^, = 4^ = . . . , 




sodass 



oMl = IM2 = 2Md = 3^4 = .. . = 0. 



Von besonderer Wichtigkeit für die Kenntniss der Bewegung 
des sphärischen Pendels ist die Untersuchung, ob der Winkel $ 
grösser oder kleiner als ^ Jt ist. Es wird im Folgenden nach- 
gewiesen werden , dass er immer grösser als ^7t ist. Damit 
ist dann zugleich gezeigt, dass der höchste Punct des sphärischen 
Pendels auf einem kleinen Kugelkreise in der Richtung der 
Bewegung vorwärts schreitet. 



§ 77. 

Wir gehen zunächst dazu über , dem Ausdrucke für den 
Winkel O 

r =: PT + iKZ (ia^) + iKZ [ia^ + K) 

eine reelle Form zu geben. Dazu dienen die Formeln (1) und 

(8) des § 69. (S. 276 und 278.) 

iZ (iu) = ~ tg am (i/, k') z/ am (w, k') + ^. + Z{u,U) 
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.«/. , Tr\ — k'* sin am (Uj k') coa am (u,k') , nu , „', ./. 
^ ' ^ Jam{u,k) * 2AÄ ' v • / 

Mit ihrer Hülfe erhält man: 

>K. t^m f^* / »'\ >* / i'\ Kk*^ sin am(a9ik*) COS am(a^.k') 
0=PT-Kigam{a„k)Jam{a,.k)- -^^^1-^Jt^ 

+ *^°2r°'^ + ^^ ("«• *') + ^^ ("i' *')• 

und wenn man die beiden Functionen Z vermittelst des Additions- 
theoremes der zweiten Gattung ((6) § 64) vereinigt, 

(34) 0=PT - ^tg«m(«,.A)z/om(a„A) _Lli_L_,__L.SiJ 

+ k"^K sin am (a,, Ar') sin am («j, Ar') sin am (aj + «j, A:') 

Hierin kommt nun das Argument a^ + a^ vor. Die elliptischen 
Functionen desselben kann man mit Hülfe der Fundamentalfor- 
meli^ (25) § 27 aus den Formeln (30) ableiten. Mau erhält 
dann: 



sin am ia 4- « U\ — ~ tAqs/^+co»« . i±li^i&üJ 

«^« / , ,A * ♦ 1 tf t/cosö + cob« 1 — tg*4a 

cosam («, +a,.A:) = j^ tg J ^ j^_£i___ . ,_,g,^'^^g,^g 

z/ «m («, + «,. Ä') =.• * tg J « l/^ + *-5^ • --^-=^^^. 
^ ' ^^ ' o 2 ^ jjQgjj — cosa l-tg*^atg*^p 

welche Ausdrücke sich mit Hülfe der Relationen: 

cos^ \a cos^ l/J + sin^ \ a sin^ | /3 = ^ + co8c^ co8p 

cos^iacos^ijS-sin^^asin^JjS === ^^^^^i^-^ ^ 

auch in folgende umwandeln lassen: 

. / , ,/v k l + cosacosö l+cosacos/3 

sin am («j + öj, A: ) = ^, - -' — ^ = _ ^ '^ — 

* ycos>*ß — cos'a f^l+2co8aco8|J+co»*a 

J5 J cosam (a, + a^.A:) = ^^ y— ^-^^ =^ = z^===ä====^ 
' '^ f cos*p — cos'a f^l+2cosacosp+coB*a 

v#^-. /- I f'\ j sin« CQSÖ sin a cos 

z/am (ö^ + a2,/f) = k ^ ^ = = -; >^^ ^ - 

r cos* ß — cos* a f 1 + 2co8 a cos ß + cos*^ ' 

Druckt man nun mit Hülfe dieser Formeln und der Formeln (30) 
alle in (34) vorkommenden elliptischen Functionen von a^, a^ 
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und a^ + a^ durch a und ß aus und vereinigt diese Ausdrücke 
mit dem ersten Gliede PT, welches nach (32) den Werüi 

PT = 2^^»'ng 

sin cf ycoa^ß — cos'a 

hat, so erhält man O in seiner einfachsten reellen Gestalt fol- 
gencjermassen : 

v(orin man dem ersten Gliede auch die Form 
Afif tg a cos am («j + Oj, k') 

geben kann. Daraus ergiebt sich auch sofort eine Reihenent- 
wickelung für 0, wenn man die (13) §60 gegebene Reihe für 
die Transcendente Z 

^W= X- ir^.»"»isr + rt^^sin^ + ^s.n^-+...} 
anwendet, nämlich 

^ __ kK sin ß Bing ^(«1+^2) 

2«/r j g . «(«i+g2) . _£X sin ^^(^i + ^2) 

+ 4,»,i^i¥^+...j. 

Benutzt man hingegen die aus der Jacobi*9chen Function hervor- 
gehende Reihe (§ 65 S. 261), nämlich 

2^ Ö' sm ^ — 2g^ sm ^ + 3r siö -j^ — • - . 



1 — 23^ COS ^ + 2$^* cos -^^r 2g'® cos -^ + . . . 



so erhält man 



^ _ kKsmß Bing ^(«^+«3) 

J^co8«(J— cos«« "* 2^^ 



29rJir 



^' Sin <M-J?2) _ 2^'4 sin -inia^^ ^ 3^., g.^ 3^rH3} , 



K' 



1 __ 2^' cos '^p^ + 2y'^ cos ?!L(^±^^i - 2g'' cos ??l(?^^l)4 
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S 78. 

Der im vorigen § ermittelte Ausdruck für soll nun auch 
dazu benutzt werden, die Natur dieses Winkels näher zu unter- 
suchen, indem gezeigt werden soll, einmal» dass er immer gleich 

oder grösser als -^ ist, und zweitens, dass er, wenn ein bestimm- 
ter Werth von cc festgehalten wird, desto grösser ist. Je grösser 
ß angenommen wird. 

Suchen wir, um dieses zu zeigen, zuerst den Werth des 
Ausdrucks (36) 

(37) = k'£:igacosam{a, + a^k) + ^^^^^^p^ 

+ KZ (fl, + aj, Ic) 

für ß = o auf, so ergiebt sich, weil aus den Formeln (35) 
a, + «j = Ä^' für /3 = folgt, und Z [K\ k') = o ist (§ 60. 
S. 235), alsdann 

^ 2 

Wenn nun gezeigt werden kann, dass bei constant angenomme- 
nem a der DiiTerentialquotient 

dß 

immer einen positiven Werth besitzt, so werden damit die obigen 
Behauptungen erwiesen sein. Es könnte als ein Widerspruch 

erscheinen , dass wir hier für den Werth - bei verschwinden- 
dem ß finden, während wir früher im § 76 sahen, dass in die- 
sem Falle der Winkel q> den Werth Null hat. Allein es kann 
leicht gezeigt werden , dass das im Allgemeinen periodische Glied 

des Ausdrucks (33) von 9 für /5 = o den Werth -- - ^ an- 
nimmt. Da nämlich , wie wir schon § 76 sahen , alsdann 

a, = 0, ttj = K* 
ist, so ergiebt sich 

aus der Formel 
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n{u,a) = uZ{a) + ilog|g^ 
aber erhält mao, weil 11 {u. IC + iE') = o ist, (§ 20. S. 72) 

h »»« ©(„+(iC+,jr')) UL^K '\-%K) 

in' , ■ 

wie aus der Formel (4) (§ 69. S. 277) für Z (m + iK') leicht 
gefolgert werden kann. Demnach ist in der That, wenn noch für 

Kt 
u sein Werth -y- substituirt wird, 



n t n t 



Um den Differentialquotienten -^, auf dessen Zeichen alles 

ankommt, zu entwickeln, müssen wir zuerst dem Ausdrucke (37) 
eine etwas andere Gestalt geben. Führt man statt der Function 
Z die Function E ein, indem nach Formel (14) (§ 60. S. 234). 

Z[u) = ^(u)~ I w, 
also auch 

Z («1 + oj, k) == ^ («1 + Äj. U) — ^ (aj + a.J 
ist, so erhält man 
= ^'ä tg a cos «m (a, + «,, ^') + ^/^ /"l - KEf\ 

+ A^^ («1 + ^2, ^1, 
und wenn man die im § 68 bewiesene Relation 

itE + KE' ^ KK' = '^ 
anwendet , 
^ =ik'K tg a cos am (aj + «j, ä') + («^ + a.J (^—1") 

+ i5:^ (a, + «2» *')• 
Hierin ersetzen wir nun das Argument «, + a^ durch die Am- 
plitude, indem 

am («j + «2» ^0 - - ^ 

sei, dann wird mit Anwendung der Legendre'schen Bezeichnung 
= k'K tg a cos (T + (^ — A^) F (a, A:') + KE^ {a, U). 
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Dieser Ausdruck soll nuu vollstäudig nach ß diflerentürt , a aber 
als constant betrachtet werden. Dann kann man setzen 

(^Q\ d^ _ d^ da c^ dik'*) 

^^°^ ' ' ' dß ~ da dß "^ dik*^) dß ' 

indem man bei der DilTerentiation nach k'^ zugleich auf die Ver- 
änderlichkeit von IC und E Rücksicht nimmt, und zeigen, dass 
beide Glieder des vorstehenden Ausdrucks positiv sind. 
Aus den Gleichungen (35) folgt 

/ I ? '\ * 1 + cos a cos ß 

ö = am (a. + a^, k) = arc tg- . ^ ^• 

^ » ' ^ ' ^ sin (} cos ff 

Durch DifTerentiation nach ß erhält man daraus 

da Ä* cos« 

dß F* cos ß — cos a' 

diflerentürt man ebenso 

, '2 ^ + 2 cos a cos ß + cos* a 

1 + 2 cos a cos ß + cos* ß * 
SO erhält man 

d{k*) ^ . o cos'« (cos « -f- cos ß) + cos ^ (1 + cos a cos|?) 

~ar — ^ sin p -^ (i"+ 2 cos « cos (J + cos«ft« ' 

dieser Ausdruck ist immer positiv. 
Nun erhält man ferner 

substituirt man darin die (35) gegebenen Ausdrucke für sin fl 
und d [ö, U), so findet man 

d^ AfAtgtt {K — E) y^cos« (g ~ cos« « 

^^ Vcö^ß — cos«"« ^ 8>n « cos |J 

Nun ist ^ — E eine positive Grösse, denn druckt man dieselbe 
durch ihre Integrale aus, so ist 

n n n 

S 

mithin positiv, weil die unter dem Integralzeichen stehende 
Function innerhalb der Integrationsgrenzen nur positive und end- 
liche Werthe annimmt. Wenn daher- « < y ist, so wird sowohl 

^ als auch ~^ negativ, also das Product w- ^ positiv. Ist da- 
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gegen a > -^» so kann man dasselbe Product in folgende Ge- 

stall bringen 

d^ de _ k^ i j^ Argjn« 

d0 dß A?'*(C0B(J — cos«) j J^C08*(J~C08*ä 



•4^' (K — E) cos« r cos* p — co^ I 
Ar sin a cos^ ' 

k^ i K (cos p-f" cos tt) ( 1 + cos « cos P) 

Ä'« (cos (J — cos«) Isin a cos ^ ^1 +2cos a cos P+cos*P 

j^ cos« ]Kc08*P — COS'g) 

A; sin« COS P » * 
in welcher das erste Glied immer, und das zweite Glied gerade 
dann positiv ist, wenn cc > y ^^^' 1^^"^^^^^ ist erwiesen, dass 

das erste Product des Ausdrucks (38) immer einen positiven 
Werth hat. 

Die Differentiation nach k"^ liefert 

d^ Ktgacosa , w. * ^ dK , „. ^,.d(E—K) 

+ (^-^) -^-(i^ + ^1 (<y> ^) rf(Fr) + ^ ~ar*'«r* 

Zur Reduction dieses Ausdrucks benutze man die in § 6S 
abgeleiteten Formeln 



dK K E 
d(k'^) ~ 2*« 2ifc«Ä'«' 


d^E—K) E 


K K-E 


JT K-^E 


"" 2Ar'« 2V« 


ferner 

dF{ü,k') E,(ü,k') 
d[k'*) ~ 'Ik^U^ 


F (<F, Ä') sin CF COS <F 

2A;'« 2k^J{a,k') 


aE,(a,Ä') _ Ä,(<r,^'). 


-F{a,k') 



d{k'*) 2k'* 

Substituirt man diese Ausdrücke und ordnet nach den Factoren 
IC und IC — E, so heben sich die in IC multiplicirten Glieder 
auf, und die anderen geben 

-A*- = {fC--E) sinß -y/ coslg + cos« 
d{k'^) 2Ä;*'*8ina cosj? f cos|J — cos« 
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Dieser Ausdruck ist nun stets positiv, ebenso war es auch -^^» 

folglich hat auch das zweite Product wr^f. \^ und somit ^ 
stets einen positiven Werth. 

Da nun der Winkel O für ß = o den Werth y hat und we- 
gen des stets positiven Difterentialquotienten ^ mit wachsendem ß 
ebenfalls wächst, so. ist O nicht allein stets gleich oder grösser 
als y, sondern auch desto grösser, je grösser bei festgehaltenem 
a der Winkel ß angenommen wird. Hieraus ist alsdann ersicht- 
lich, dass das sphärische Pendel bei jeder Schwingung 
einen Ausschlag nach der Seite der Bewegungsrich- 
tung hin macht, und dass dieser Ausschlag desto 
grösser ausfällt, je grösser die kleinste Ablenkung 
von der Verticallinie im Vergleich zur grössten Ab- 
lenkung ist. 



Einundzwaiizigster Abschnitt 

Ueber Functionen einer complexen Variablen und die 

Vieldeutigkeit bestimmter Integrale. 



§79. 

Unter einer complexen Grösse versteht man eine Grösse 
von der Form 

00 + iy. 



in welcher x und y reell, und i ^^ j/— 1 ist. Die Bezeich- 
nung compiex in dieser engeren Bedeutung ist erst seit Gauss 
in Aufnahme gekommen; früher verstand man dahinter jeden 
irgendwie aus ungleichartigen Theilen bestehenden Ausdruck. 
Setzt mau 
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und nimmt man. x und y als stetig veränderlich an, so neniit 
man z eine stetig veränderliclie complexe Grösse. 

Als das geometrische Bild einer reellen Veränderlichen be- 
trachtet man bekanntlich einen auf einer festen Geraden (der 
Abscissenaxe) sich bewegenden Punct, indem jeder reelle Werth 
der Veränderlichen durch den Abstand des beweglichen Punctes 
von einem festen Puncte (dem Nullpuncte) dargestellt wird. Als 
das geometrische Bild einer complexen Variablen betrachtet man 
dagegen einen auf beliebige Weise in der Ebene beweglichen 
Punct, und zwar so, dass in jeder Lage desselben die Werthe 
der beiden reellen Variabein x und y, von denen der Werth der 
complexen Variablen z abhängt, durch die rechtwinkligen Coor- 
dinaten des Punctes dargestellt werden. Danach wird durch jeden 
reellen Werth von z (bei welchem also y z= o), ein Punct der 
Abscissenaxe, durch jeden rein imaginären Werth, d. h. 
durch jeden Werth von der Form i y (bei welchem also x = o), 
aber ein Punct der Ordinatenaxe bestimmt. Ferner entspricht 
jedem beliebigen Werthe von z irgendwo ein Punct in der Ebene, 
und umgekehrt kann zu jedem gegebenen Puncte der entspre- 
chende Werth von z gefunden werden. Giebt man der com- 
plexen Variablen die Form 

z ^^ r (cos q> + i sin tp) , 
so stellt der Modul r die Entfernung des Punctes vom Null- 
puncte (den Radius Vector des Puncts), und q> die Neigung 
des letzteren gegen die Abscissenaxe dar. Mau kann daher auch 
sagen, dass durch eine complexe Grösse eine gerade Linie ihrer 
Länge und Richtung nach dargestellt wird, nämlich die von 
dem Nullpuncte zn dem darstellenden Puncte fuhrende Gerade, 
oder auch jede der letzteren gleiche und mit ihr direct parallele 
Gerade. 

Daraus ergiebt sich leicht, dass die Summe zweier complexen 
Grössen 

^2 + ^x='^2 + ^1 + '■ (^2 + Pi) 
diejenige Gerade darstellt, welche von dem Nullpuncte, jiach dein 
vierten Eckpuncte des Parallelogramms hinfuhrt, de^en Seiten 
die durch z^ und z.^ dargesfeellten Geraden sind. Ebenso erhellt 
leicht, dass die Differenz zweier complexen Werthe 

z^ - z, = x,^ - x^ + i (i/.^ - y{) 
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die Gerade ZjZj ihrer Länge und Richtung nach (von z^ nach z^ 
darstellt. 

Da der Modul einer complexen Grösse die absolute Länge 
der durch die letztere dargestellten Geraden angiebt, so vertritt 
derselbe gleichsam die Stelle eines absoluten Werthes der com- 
plexen Grösse; wenn man daher mehrere complexe Werthe ihrer 
Grösse nach mit einander zu vergleichen hat, so muss man die 
Werthe ihrer Moduln dabei in ßetracht ziehen. 

Wenn die complexe Variable z eine Reihe stetig auf einan- 
der folgender Werthe annimmt, so durchläuft der darstellende 
Punct eine in einem ununterbrochenen Zuge fortgehende Linie. 
Da die Veränderung von z durch zwei gänzlich von einander 
unabhängige Variable, x und y oder r imd <p, bestimmt wird, 
so kann man sich die Veränderung von z in jeder beliebigen 
Linie vor sich gehend denken. Dabei verdient besonders hervor- 
gehoben zu werden, dass es zur Stetigkeit der Veränderung von 
z durchaus nicht nothw endig ist, dass die von dem beweglichen 
Puncte beschriebene Linie eine nach einem und demselben ma- 
thematischen Gesetze fortgehende Curve sei, sie kann vielmehr be- 
liebig aus verschiedenen geraden oder krummen Linien zusam- 
niengesetzt sein. Damit die Veränderung von z stetig vor sich 
gehe, ist nur erforderlich, dass die Linie einen ununterbroche- 
nen Zug bilde. Es scheint für das Folgende nützlich zu sein, 
dieses an einigen Beispielen näher zu erläutern. Denken wir 
uns, die Variable z beginne ihre Veränderung mit dem >Verthe 
z = o und gelange, nachdem sie eine Reihe von Werthen durch- 
laufen hat. zu dem W^erthe ib, welcher durch den Punct B (Fig.20j 
auf der Ordinatenaxe dargestellt werden 
möge, indem die Entfernung OB = b sei. 
Dann kann die Variable z (so drücken wir 
uns kurz aus , anstatt zu sagen : der beweg- 
liche Punct, welcher den jedesmaligen Werth 
der Variablen z darstellt) auf sehr verschie- 
denen Wegen von nach ^gelangen. Erst- 
lich möge sie die gerade Linie OB durch- 
laufen, dann bleibt x constaut = o, während y nach und nach 
alle reellen Werthe von o bis 6 annimmt. Zweitens durchlaufe 
die Variable z die aus den drei Seiten eines Rechtecks bestehende 
gebrochene Linie OACB, bei welcher OA =^ a sei. Dann ist y 
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von bis A constant = o , und x w ächst von o bis a ; alsdann 
bleibt X auf dem Wege AC hei dem erlangten Werth a stehen, 
und y wächst von o bis &, endlich bleibt 
von C bis B nun y constanl = b, und x 
nimmt von a bis o ab. Drittens möge 
die Variable z zuerst auf der Abscissenaie 
von bis R fortgehen (wo OR == b) und 
dann den Kreisbogen RB beschreiben. Setzt 
man für diesen Fall 

z = r (cos <p + i sin q>), 

so ist auf OR zuerst g> constant = o , und r wächst von o bis 
b, alsdann bleibt r auf RB constant =b, und g) wächst von o 

bis y. Untersuchen wir als ein letztes Beispiel noch den Gang 

der reellen Veränderlichen, während der bewegliche Punct fol- 
genden Weg beschreibt: Er gehe zuerst von einem Puncte a 
auf der Abscissenaxe bis zu einem in der Nähe des NuUpunctes o 
liegenden Puncte b (Fig. 21), beschreibe dann einen ganzen Kreis um 

mit dem Halbmesser ob=Q und kehre 
P^ wieder von b nach a zurück. Es sei 
oa=a; setzt man z=r (cos y + « sin (p), 
so ist während des Weges ab die Va- 
riable 9 constant = o, und r nimmt 
von a bis q ab. Alsdann bleibt wäh- 
rend des Durchlaufens' der Periphe- 
rie des Kreises r constant = q, und <p 
wächst von o bis 27C (wird der Kreis in 
entgegengesetzter Richtung durchlaufen, so nimmt 9 von bis 
— 2ä ab). Endlich, während die Variable von b nach a zurück- 
kehrt, bleibt <p constant = 2ä, und r wächst wieder von q bis a. 

Man sieht aus diesen Beispielen, dass zwischen einer com- 
plexen und einer reellen Variablen ein sehr wesentlicher Unter- 
schied stattfmdet. Während durch zwei bestimmte Werthe einer 
reellen Variablen die Reihe der dazwischen liegenden Werthe, 
welche die Variable annehmen muss, um von dem ersten zum 
zweiten Werthe zu gelangen, schon mitbesthnmt ist, ist dies bei 
einer complexen Variablen keineswegs der Fall, vielmehr giebt es 
unendlich viele Reihen stetig aufeinander folgender Werthe, welche 



Fig. 21. 
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von eiuem bestimmten Wertbe einer complexen Variablen zu 
einem anderen bestimmten Werthe hinführen. Geometrisch aus- 
gedrückt heisst dies: Eine reelle Variable kann nur auf einem 
einzigen Wege von einem Werthe zu einem andere» gelangen. 
Dämlich nur auf dem zwischen den beiden entsprechenden Punc- 
ten liegenden Stücke der Abscissenaxe. Eine complexe Variable 
dagegen.kann man auf unendlich vielen verschiedenen Linien oder 
Wegen von einem Werth« zu einem anderen gehen lassen. 

§ 80. 

Es sei u = f{z) eine Function der complexen Variablen 
z = X + iy. Da man eine solche wieder auf die Form einer 
complexen Grösse bringen kann, so wird man setzen können 

u = Ä + iT, 

worin X und Y reelle Functionen von x und y bedeuten. Allein 
auf dieselbe Form kann. man auch jede imaginäre oder reelle 
Function von x und y bringen, auch wenn in ihr x' und y nicht 
'gerade einzig und allein in der Verbindung x -^ iy enthalten 
sind ; and es leuchtet ein, dass nicht jede Function von x und y 
zugleich eine Function von z, d. h. eine Function von x und y 
in der bestimmten Verbindung x + iy ist. Z. B. a: — iy, a:^-(-y^, 
2x + iy sind nicht Functionen von x -|- iy, obwohl sie Functio- 
nen von x und y sind. Wir haben daher zunächst die Bedin- 
gungen aufzusuchen, welchen X und Y genügen müssen, damit 

u = X + iY 
wirklich eine Function von z, d. h. von x -{■• iy sei. 

Denken wir uns zunächst an Stelle der imaginären Einheit 
t eine beliebige reelle Constante a gesetzt, nehmen wir also an, 
es sei 

und untersuchen wir, wann u eine Function von ^ ist. 
Man hat offenbar 



aw du dz 


du du dz 


dx dz dx* 


dy '"" dz dy' 




dy 



oder da 

Diiii'g:e, cllii»!. Funclionen. 21 
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fet, 

- dn . du du du 

da: dz* ,dy dz' 

Demnach erhält mau 

du cu 1 Ch 

dz djc a dy 

al8 die Bediuguug dafür, dass u eiue Function von x -{' ay m. 
Untersuchen wir nun, welche Folgerungen .sich ergeben, 
wenn wir diese Betrachtung auf dt^n Fall übertragen, dass die 
imaginäre Einheit t an die Stelle von a tritt. Da ti = A^ + 1 7 
gesetzt war, so erhält man aus der letzten Gleichung 

dx . ^. ^ ^ 1 (öx . dr\ 

^ ^a? f yc'f/ ^y ) * 

welche complexe Gleichung sogleich in die beiden reellen Glei- 
chungen 

.serfällt. Dieses ^iud schou die Bedingungen, welchen die Func- 
tionen X und Y genügen müssen, damit u = X + iY eine Func- 
tion von z «= X + ^y sei. Allern wir. können daraus noch dne 
andere wichtige Folgerung ziehen. Bildet m<)n aämlich die De- 

rlvirte -^; so erhält mau 
az 



du dX+idt' ö^ 



dz dx-^-idy dx -{- idy 

dx i dv , rqx . dy\ dy 

__ })x "^ ' dx '^ \dy '^" ' dy ) dw . 

dx 
In Folge der Gleichungen (1) aber verwandelt sich dies in 



_ g-^'g)0+'l) 



du __ \rx ' <^^ J \ _^J dX _ajr .. 

dz~ dy ~ dx^ ^ 'd^* 

^ ^ dx i ;: * 



oder auch in 



,lu ^ i \(^i/ ' cy) \ ^ ^ dx) ^ i_ ^^ ^-v 

<f' \ ^.f'll "^ ' V<^y dy} 



' + 's ■-- ''>"• 
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was wieder mit den Bediogungsgleichungen 

flfe du i du . 

dz dx t dy 

^bereiosUmmt. Dies zeigt nun, dass die Derivirte ^ vßn 

dem Differentialqiiotienten -^ unabhängig ist. Um 

die Bedeutung davon einzusehen, erinnern wir uns, dass die Ver- 
änderung der Variablen z auf einem beliebigen Wege vor äch 
gehen kann. Nehmen wir ugn an, es geschehe dies auf irgend 
einer Curve, deren Gleichung in rechtwinkligen Coordinaten 

sei, dann giebt der Werth des Differentialquotienten ^ die Rich- 
tung dieser Curve im Puncte z an. Wenn nun die Derivirte -^ 

dz 

von ~ unabhängig ist, so heisst dies, dass sie für jeden Weg, 

den die Variable z einschlagen mag, denselben Werth hat; mit 

anderen Worten, dass die Derivirte — von der Art, in welcher 

az 

die Variable z sich verändert, unabhängig ist. Bei einer Func- 
tion einer reellen Variablen kommt die Veränderung der Varia 
blen selbst niclit in Betracht, weil diese Veränderung eben nin* 
a«f eine dnaige Art vor sich gehen kann. Bei Functionen von 
einer complexen Variablen dagegen spielt gerade die Verschieden- 
artigkeit, mit der die Variable sich verändern kann, *eine grosse 
Rolle, und es ist daher von grosser Wichtigkeit zu zeigen, dass 
die Derivirte einer Function einer complexen Variablen von der 
Art der Ver&nderung der Variablen unabhängig ist. 

Nun leuchtet aber auf der anderen Seite ein, dass, wenn 
dieses nicht der Fall wäre, der Begriff der Derivirten beh com- 
plexen Variabeln gar nhüht bestimmt sein wtirde, wenig^eHs 
ilieht in der Weise bestimmt, wie böi reellen VariAeln*); d«- 



*) Bei reellen Veränderlichen ist die Derivirte unabhängig von dem 

unendlich kleinen Zuwachs der Variablen, Seil dasselbe . aueh bei 

complexen Variabeln stattfinden, so muss die Derivirte nicht allein von 

der* Länge, sondern auch von der Richtung der unendlich- kleinen, 

dnroh dz dargestellten Linie unabhängig sein; und dieses letztere wird 

dy 
durch die Unabhängigkeit von ^ erreicht. 

21* 
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her hat Rio mann*) diese Bedingung der ^abhängigkeit der 
Derivirten von dem Werthe des Diflerentialquoiienten -- als De- 
finition einer Function von einer complexen Variablen aufgestellt, 
und es soll nun noch in der Kürze gezeigt werden, dass man 
hlevon ausgehend auch zu den nämlichen Bedingungsgleichupgen 
(1) gelangt. Wir haben' oben unter (2) schon den vollständigen ^ 

.Ausdruck für die Derivirte -^ ermittelt. Multiplicirt m^n bei- 
derseits mit 1 + i j-f ^o erhält man die Gleichung 



du _dX _ . dr , dy- ( ,du dX , dV^ 

dz dx dx 



dy. ( ,du _dx _ . d^y\ _' 

dx y dz dy ' dy) ~ "' 



>velche zufolge der gemachten Forderung von ^ unabhängig sein 
muss. Es muss daher für sich 

*« = ^ + ,• ^ und ,• *i = ^ + r^ 

dz dx dx * dz dy . dy 

sein. Hieraus fliessen dann wieder wie oben die beiden Bedin- 
gungen 

, . dx _ dr dx _ _ dv 

^^^ dx ~ dy* dy ~ ' dx' 

Hienach ist also, wenn u = x + iY eine Function von t=^x + ty 
sein soll, keine der Functionen X und Y ganz willkürlich. Viel- 
mehr "findet man durch nochmalige Differentiation der vorigen 
Gleichungen 

a«x . a^ _ d'r^d^r_^ 

da^ ^ dy^ ~ "' da^ ^ a/ ~ "' 

dass also beide Functionen der nämlichen parUeUen Differential- 
gleichimg zweiter Ordnung genügen müssen. 

Die vorstehende Bedingung enthält eine interesss^nte geome- 
trische Beziehung, die noch kurz erwähnt werden möge. Ebenso 
wie durch jeden Werth der Variablen z =^ «r + iy die Lage dnes 
Punctes in der Ebene bestimmt ist, wird auch durch jeden Werth 

*) Bie mann. Grundlagen für eine aUf^emeine Theorie der Func- 
tionen einer veränderlichen complexen Grösse. (luaug.Diss.) Göttia- 
gen 1651. ' 

Cauchy bezeichnet X -f- «-J^ auch dann als Fnnetion von a?-|-^, 
wenn nur X und V reelle Functionen votn x und y sind; wenn die 
obige Bedingung erfüllt ist, nennt er die Function monogen. (Exer 
ci'ies d*analyse et de pliysique Hiath^atique. Tome IV. p. 346.) 
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Fig. 22. 



y/ 



der Function u = JC + iT die Lage eines Punctes in derselben 
oder in einer anderen Ebene bestimmt, indem X und Y die recht- 
winkligen Coordinaten dieses Punctes sind. Wenn u eine Func- 
tion von z ist, so ist die Lage des Punctes u von der Lage des 
Punctes z abhängig, und beschreibt der bewegliche Punct z eine 
Curve, so wird auch der Pillict u eine von der letzteren abhän- 
gige Curve beschreiben. 

Wir wollen nun die Beziehung auf- 
suchen, in welcher zwei solche Curven 
stehen müssen, wenn die Bedingung, dass 

die Derivule !* von /, d. h. vofi der 
dz dx 

Grösse und Richtung von dz unabhängig 
ist, erfüllt sein soll.*) 

Es seien z und z" (Fig. 22), zwei un- 
endlich nahe an einem dritten 
Puncte z gelegene Puncte, und 
man setze die unendlich kleinen 
Verbindungslinien 

zz = dz, zz = dz , 

Ferner seien u,u,u' (Fig. 23) 
die den Puncteu z, z\ z" ent- 
sprechenden Puncte, und die 
ebenfalls unendlich kleinen Ver- 
bindungslinien 

tiu = ati, tili = au . 

Dann besteht die obige Bedin- 
gung darin, dass 

du 



Fig. «8. 




du 



dz 



= -Tf* oder — 7^ = -T-^ 
dz du dz 



du 
Ix 
sein muss. 

Setzt man aber 

-dz = zz = r (cos fp + I sin y') 
du = tili' = p' (cos ^' + t sin ^'), . 
dz = zz = r (cos q> + i sin tp ) 
du z=z uu ^= Q (cos ^ + t sin ^ j. 



*) Riemann. Qrandlag^en für eine allgemeine Theorie der Func- 
tionen einer TerJ&Bderliofaen complexen Grösse. 8. 3. 
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so folgt 



also 



^,, (cos it' - i/') + t sin (^' - >")) 

— w 

r 



= -4- (cos (<)p' - i)p") + I »In [9p' — «jp")). 



^„ =:z= -^, und ^' — ^" = 9)' — qp** 



in den Dreiecken 2; z z und ti m' «" sind also, die Winkel ^' z z 
und u^ u u einandier gleich, und die sie einschliessenden Seiten 
proportional ; die beiden Dreiecke sind also ähnlich. Da nun dies 
für jedes Paar entsprechender Puncte, z und «, stattfinden uiuss, 
so ist die von dem Puncte u beschriebene Figur der von dem 
Puncte z beschriebenen in Ihren kleinsten Theilen ähn- 
lich, und zwei sich schneidende (Kurven in der Ebene der u bil- 
den denselben Winkel mit einander, wie die entsprechenden €ur- 
ven in der Ebene, der z. 

Um das Vorhergehende durch ein Beispiel zu erläutern, be- 
trachten wir die Function 

w = tg z. 

Da z = X + iy i^, so erhält man 

o ^ ^/ 1-— tg j; tgiy' 

und mit ßerucksächtigung der Relation 

y ' — y 
^ . . e — e 

'''" = '7^7-^ 

nach einer leichten Rechnung 

/Q\ Y 28in 2x ^ _ e — e 

e^+e ^ + 2cos2.r e^+e ^+2co8 2ä? 



und 



u = X + i¥, ... 

Fig. 22. Zuerst lassen sich durch Differentiation die- 

ser Allsdrucke die Bedingungsgleichungeo 
(1) leicht vediiciren. Nimmt man ferner 
au, der Punct z bewege sich auf einer der 
Abscissenaxe in der Entfernung b paralle- 
y^' len Geraden (Fig. 22). so ist y consUnl 

-^___« = ^» während x veränderlich }üeiht. Um 
imn die Gurve zu finden, vetcbe 4w Puact 
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u beschreibt, während z in der angegebenen Weise sich bewegt, 
hat man nur in den Ausdrücken (3) ^ = & zu setzen und x zu 
eiiminiren. Dann erhält man zwischen ilen rechtwinkligen Coor- 
dinaten X und Y des Punctes u die Gleichung 



(M) 



^2+ 72 



2A . —2* 

e -f- e 

e — e 



r+1 =;= 0, 



welches die Gleichung eines Kreises ist, dessen Mittelpunct M 
(Fig. 23) auf der Ordinatenaxe in der Entfernung 



2* . —2* 
e + ^ 
IT' ;=^> 
e — e 



vom Aufangspuncte liegt, und dess6»n Radius q 



9 = ±-5* r 



2* 



ist. Lässt man ferner den Punct z süich auf einer der Ordinaten- 
axe in der Entfernung n parallelen Geraden bewegen (Fig. 22), 
so findet man die entsprechende Curve für den Punct u, wenn 
man in {3) x = a setzt und y eliminirt. Dann ergieht sich die 
Gleichung 

^2+ y*? + 2cotg2<i X 



1 



0, 

Fig. 23. 



(M') . . 

welche ebenfalls einen Kreis 
darstellt, dessen Mittelpunct M' 
(Fig. 23) auf der Abscissenaxe 
in der Entfernung — cotg 2a 
vom Aufangspuncte liegt und 
den Radius p' 

hat. 

Wenn also der Punct z 
sich auf zwei einander recht- 
winklig durchschneidenden, den 
Coordinatenaxen parallelen Ge- 
raden bewegt, so bewegt sich der Punct u auf zwei Kreisen, deren 
Mittelpuocte auf den Coordinatenaxen liegen. Nach der obigen all- 
gemeinen Betrachtung aber müssen^ weil die Geraden, rechtwinklig 
aufeinander stehen, auch die Kreise sich rechtwinklig- durch- 
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8chiieiden. Dies zu verificircn ist nicht scliver, da man leicht 
zeigen kann, dass die aus dem Mitteipunete jedes Kreises an den 
anderen Kreis gezogene Tangente dem Radius des ersten Kreises 
gleich ist. Man et^häll bekanntlich das Quadrat dei^ aus einem 
beliebigen Puncte an einen Kreis gelegten Tangente, wenn man 
in den linken Theit der auf Null gebrachten und durch den 
Coefßcienten von X^ und F^ dividirten Gleichung des Kreises 
die Coordinaten des Punctes, aus dem die Tangente gelegt wer- 
den soll, substituirt. Nun sind die Coordinaten des Mitteipunctes 
des Kreises (M) 

2* —2* 

und V*^, 

e — e 

Substituirt man diese Werthe in den linken Theil der Gleichung 
(M'), so erhält man 

und dies ist in der That das Quadrat des Radius q. Ebenso 
sind die Coordinaten des Mitteipunctes des Kreises {M') rcsp. 
— cotg 2a und o. Diese in den liuken Theil der Gleichung (M) 
substituirt, geben für das Quadrat der Tangente 

cotg2 2a 4- 1 = -A^ , 
° sin* 2a 

also das Quadrat des Radius p\ Die befden Kreise durchschnei- 
den sich daher in der That rechtwinklig. Nimmt man, wie es in 

der Figur geschehen ist, a positiv und < ^, und b ebenfalls posi- 
tiv an, so werden die Ausdrücke von X und T für x = a und 
y = h beide positiv, daher entspricht dem Puncte z der Punet 
u. Man erhält ferner 

dX._ (e^^+g""^0 cog2J^■f 2 

Da diese Ausdrucke in der Nähe des Punctes m ebenfaIR positiv 
sind, so wachsen in dem Kreise M mit wachsendem x sowohl X 
als auch Y\ und da fern r- 
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dx __ ^dr^ dr dx 

dy dx * dy dx 

so nimmt im Kreide M' die Abscisse X nii 
während Y wächst. Wenn daher der PuncI 
geht u nach u ; geht aber z nach z\ so be\\ 
Die Figuren machen ferner anschaulich, das 
bei einander liegenden Puncte 2, 2', z' ein 1 
welches dem von den entsprechenden Fund 
ten Dreiecke nahezu ähnlich ist. 

§81. 

Wenn eine Function vollkommen eindeu 
jedem Werthe der Veränderlichen nur ein 
Function entspricht, wie bei den algebraisc 
Exponential- und trigonometrischen Functionc 
der Werth, den die Function in irgend ein 
für irgend einen Werth der Variablen z) erl 
gig sein von dem Wege, auf welchem die 
Puncte gelangt Ist; denn wäre dies nicht, so 
för denselben Werth der Variablen verschie 
men können. Ajpders aber verhält sich die 
und mehrdeutigen Functionen. Bei diesen i 
Weg, auf welchem die Variable zu einem \ 
Einfluss auf den Werth, welchen die Functi< 
annimmt. Ob nämlich eine zwei- oder mehre 
sen oder jenen ihrer Werthe in irgend einem 
ab: erstens von dem Werthe, den man d( 
gangspuncte der Veränderlichen gi^bt, und z 
schaffenbeit des Weges, auf welchem die Vej 
Ausgangspuncte zu dem zu untersuchenden 
kommt dabei darauf an, ob zwei Wege, welcl 
Zq zu einem anderen Puncte z hinführen, gev 
mitCüinchy*) ausgezeichnete Puncte [\ 
neu wollen, einschliessen oder nicht. Diese 
in welchen entweder die Function unendUch 



*) Cauchy. Exercices d^analyse et de pl 
Tome IV. p. 327. 
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oder in welchen zwei oder mehrere, im Aligemeinen verschie- 
dene, Werthe der Function einander gleich werden. Nehmen 
wir z. B. die Function 

so besitzt sie im Allgemeinen zwei Werthe für jeden Werth von 
z, nämlich 

ffir den speciellen Werth z = a (oder in dem Puncte z =^ a) 
aber fallen diese beiden Werthe in den einen u = c zusammeB ; 
ausserdem wird die .Function für z = 6 unendlich und unstetig; 
daher sind 

2 = a und z ^-= b 

die beiden ausgezeichneten Puncte für diese Function. 

Wir setzen voraus, dass die ausgezeichneten Puncte einer zu 
untersuchenden Function discrete, in endlichen Entfernungen von 
einander befindliche, Puncte sind, und nehmen ferner an, dass 
die verschiedenen Werthe, weiche die Function in einem und 
demselben Puncta z annehmen kann, um endliche Grössen von 
einander verschieden sind, so lange der Punct z einem ausge- 
Fig. 24. zeichneten Puncte nicht unendlich nahe liegt. Be- 
trachtet man nun zwei einander unendlich nahe 
liegende Wege, welche von eineni Puncte z^ zu 
einem anderen Puncte z fuhren (F^. -24), ohne 
durch einen ausgezeichneten Punct hindurch zu 
gehen, so kann man zeigen, dass eine Function 
auf beiden Wegen iji z denselben Werth erhäU, 
w^enn sie voftjdem Puncte Zq beide Male mit dem- 
selben Werthe ausgebt*). Stellen wü* uns. vor, 
zwei bewegliche Puncte durchliefen die beiden 
Wege in der Art, dass sie gleichseitig Zq verlas- 
sen, gleichzeitig in z ankommen und stets einander unendlich 
n^he bleiben. Es $eien u^,U2,u.^, ... die stetig auf einander 




•*) Puiseux. Recherchßs sur les fooctions alg^biiques. (LioE* 
ville. Journal de mathematiques. Tome XV. p. 370.) Von dieser schö- 
nen Abhandlung ist ganz kürzlich eine deutsche Bearbeitung von H. 
Fischer erschienen, unter dem Titel: „V. Puiseux's UntersiushiuigeQ 
über die algebraischen Functionen". Halle, 1861. 
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folgenden Werthe, welche die Function in d 
folgenden Pnncten z^, z^, z^, ., . des eir 
^i't^2><^3> ... die ebenfalls stetig aufeinanc 
der Function auf dem anderen Wege, sodas 
Vk eweien unendlich nahen Puncten der beic 
Da ein ausgezeichneter Punct nicht fibersclii 
Uk stets um eine endliche Grösse von einem 
die Function in dem nämlichen Puncte Zk h 
den ; man kann daher eine endliche .Gross 
schaffen, dass der Modul*) der Differenz zwi 
anderen Werthre der Function in dem näml 
allen Stelleh des Weges grösser als p bleibt 
welchen die Function die Werthe Uk und vßt 
nach unendlich nahe liegen, so kann auch 
rena Uk — Vf^ nur entweder unendlich kleiii 
sein. Dagegen ist es nicht möglich, dass d 
ferenz an irgend einer Stelle endlich und z 
ist. Wenn daher die Werthe Uk und Vk im 
der verschieden wären, so müsste der Modul 
irgendwo plötzlich von einem unendlich klein 
endUchen Werthe, der grösser als p ist, über 
nirgends ein ausgezeichneter Punct überschrj 
auf seinem Wege stetig, ebenso v, also mus 
renz u ^* v sein. Dieselbe muss daher foi 
klein bleiben, und, wie sie im Puncte Zq Null 
z wieder Null werden. 

Es erhellt sogleich, dass dieser Beweis 
wenn die beiden Wege einen ausgezeichnete 
ten ; denn dann wird entweder die Functio 
verschiedenen Werthe der Function in den 
nähern sich einander in der Nähe des ausg 
sodass der Unterschied u^ — Vk der Function 
endlich nahen Puncten der beiden Wege bell 
Werthe annehmen kann. Würde z. B. in de 
ten Function 

der Punct z z=z b überschritten, so würde d 



*) Vgl. die Bömerknng auf S. 819. 
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terbrechung der Stetigkeit erleiden; wurde aber der Punct z^=a 
öb«rschritten, so würde der Unterschied der beiden W^rtlie 4;+« 
und c -— B, welche die Funetion in einem nahe an a liegenden 
Puncte annehmen kann, also 2b, belidiig klein gemacht werd«n 
können, wenn man die Variable nur nahe genug an den Punct 
a herangehen , d. h. den Modul von z ^ a klein genug werden 
Iftsst. 

Denkt man sich jetzt eine Reihe aufeinander folgender und 
unendlich nahe aneinander liegender Wege, alle zwisdben deir 
Pnncten z^ und z, und so beschaffen, dass nirgend ein aosge- 
i^dchneter Puiict überschritten oder von zwei Wegen eingeschlos- 
sto wird, so erhält die Function auf allen diesen Wegen |den 
nirmlichen Werth im Puncte z. Daraus folgt ^ann: wenn man 
einen Weg zwischen zwei Puncten Zq und z so durch alimälige 
UebergSnge in einen anderen Weg zwischen den nämlichen Pime- 
ten umformen kann, dass dabei ein ausgezeichneter Punct nicht 
überschritten wird, so erhält die Function in z auf dem zweiten 
Wege denselben Werth wie auf dem ersten. Fallen die Puncte 
z und Zq zusammen, sodass der Weg eine geschlossene Linie bil- 
det, 80 erTiält die Function, wenn die Variable diese geschlossene 
Linie durchlaufen hat und zum zweitenmale nach z^ kömmt» in 
z'f^ denselben Werth, den sie beim Ausgange von z^ hatte, wenn, 
man die geschlossene Linie durch alimälige Uebergänge auf den 
Punct z^ reduciren kann, ohne einen ausgezeichneten Punct zu 
überschreiten. 

Wir werden nun im nächsten § an einigen Beispielen sehen,, 
wie der Werth einer mehrdeutigen Function sich ändert, wenn 
die-Varfeble zwei Wege beschreibt, die nur mit.Ueberschreitnng 
eines ausgezeichneten Punctes in einander umgeformt werden 
können. 

§82. 
Betrachten wir als erstes Beispiel die Function 

u = j/z; 

dieselbe besitzt einen ausgezeichneten PunCt 2=0; in diesem 
werden die beiden im Allgemeinen von einander verschiedenen 
Werthe + j/z und — j/z einander glefch, nämlich beide gleich 0. 
Nehmen wir an, (He Veränderliche z gehe von dem Puncte z = 1 
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(fl, Fig. 21) aus und durchlaufe die Periplierie eines aus dem 
NuUpunct als Mittelpunct beschriebenen Kreises ; dann kann diese 
geschlossene Linie nicht auf den Punct *'*?• *'^^- 

z s= 1 reducirt werden, ohne dass da- 
bei der ausgezeichnete Punct z = 
überschritten wird. Geht nun die Func- 
tion u = j/z von dem Puncte z = 1 
mit dem Werthe w = + 1 aus, uml 
setzt man 

z = r (cos (p + i sin (p), 
do ist zuerst im Puncte z= 1, r = i und 9? = 0; durchläuft 
dann z die Peripherie des Kreises in positiver Richtung, dr h. in 
der Richtung, in welcher der Winkel q) wachst, so bleibt r con- 
stant t= 1, und (p nimmt von bis- 2^ tu^ Kommt also die 
Veränderliche wieder nach dem Puncte z = l zurück, so ist jetzt 

z = cos 2n + i sin %%, 
und folglich 

ü = Yz = cos JT + I sin Ä = — 1 ; 

die Function hat also jetzt im Puncte 2 = 1 nicht wieder den 
ursprünglichen Werth + 1, sondern den anderen Werth — 1 er- 
halten. Lässt man nun die Variable statt des Kreises ii^gend eine 
andere geschlossene > den Nullpunct umgebende Linie vom Puncte 
2 r:^ 1 aus beschreiben, so kann diese Linie durch allmälige 
Aenderungen in den Kreis übergeführt werden, ohne dass dabei 
der Nullpunct überschritten wird. Wenn also die Variable auf 
dieser Linie zum Puncte r = 1 zurückkehrt, so erhält die Func- 
tion ebenfalls den Werth — 1. Dies lässt sich auch direct ein- 
sehen, denn es ändert sich dabei nichts, als dass der Radius Vec- 
tor r nicht mehr constant ist; derselbe kommt aber, nachdem er 
eine Reihe von Werthen durchlaufen hat, im Puncte 2 = 1 wie- 
der mit dem Werthe 1 an, und die Veränderung des Winkels 9 
ist die nämliche, wie bei dem Kreise. 

Es gehe jetzt die Variable von dem Puncte 2 == 1 , der io 
Fig. 21 durch a dargestellt ist, in einer geraden Linie nacJi 
einem beliebigen Puncte z ; die Function u = ^z, aus dem Pimcie 
a mit dem Werthe m = -h 1 ausgehend, erlange auf diesem 
Wege iii z den Werth U, Nun kann jeder von a nach z füh- 
rende Weg, welcher den Nullpunct niciU umwindet, in die gerade 
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Linie az übergeführt werden , ohne dass dabei der Nullpunct 
überschritten wird. Also erlangt auf Jedem solchen Wege die 
Function « in z den Werth U, Lässt man dagegen die Variable 
zuerst eine geschlossene Linie um den Nullpunct herum- beschreif 
ben, dann nach a zurückkehren und jetzt erst von a nach z ii 
gerader Linie gehen, so hat die Function //Fbei der Rückkehr 
nach a den Werth — 1 erhalten, sie geht also nun von u mit 
p. 2j cJem Werthe — 1 aus und erlangt dem- 

zufolge in z den Werth — ü. In -den 
so eben beschriebenen Weg lasst sich 
nun ohne Ueberschreitung des Null- 
punctes jeder Weg umformen, welcher 
den Nullpunct einmal umwindet. 4uf 
jedem solchen Wege erlangt also die 
Function im Puncte z den Werth — U, 
Auch dies kann man direct einsehen, 
wenn man bedenkt, dass der Winkel fp bei einer Umwioduog 
des NuUpunctes in positiver Richtung den Werth + 27t annimmt, 
wenn mit der Werth von <p bezeichnet wird, den dieser Win- 
kel auf der geraden Linie in z erreicht* Fragen wir tms ntim 
noch, was aus der Function wird, wenn die von a ausgehende 
und den Nullpunct umgebende geschlossene Linie zweimal durch- 
laufSen wird, so ist die Antwort leicht. Nimmt man statt der be- 
liebigen Linie wieder den Kreis mit dem Halbmesser 1, und lasst 
hiän die Variable die Peripherie desselben zweimal hintereinan- 
der durchlaufen, so hat man schliesslich 

z = cos in + i sin in, 
also 

M = ^t =L= cos 2« + I sin 2« = + 1 ; 

die Function erreicht also dann i^ieder den ursprünglichen Werft. 
Hieraus geht nun hervor, dass es, übereinstimmend mit ^er be- 
kannten Zweideutigkeit der Function }/z, überhaupt nur zwei 
Klassen von Wegen gicbt; auf welchen diese Functton, von einein 
Pilricte «mit einem bestimmten Werthe ausgehend, itl' einem an- 
deren Puncte z verschiedene Werthe erhäk. Ais Reprlisentont 
der einen Klasse kann die von a nach z führende gerade Linie 
angesehen werden; als Repräsentant der andef^en Klasse bingegefi 
üesetbe ^crade^ welcher jedoch i4*gend eine, voil o aua. d^en N«H*- 
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pmict umgebende, geschlossene Linie vorangelit. 
schlossene Linie beschafTen ist, ist gleichgültig, ir 
den oben erwähnten Kreis nehmen, zweckmässig 
ders der späteren Betrachtungen wegen, ist der s 
beschriebene Weg, bei welchem man die Variab 
rader Linie bis zu eii\em nahe an dem ausgezeichi 
liegenden Pimcte b gehen, dann einen ganzen Kre 
punct beschreiben und endlich von b nach a auf 
dea Linie zuruckkehi*en lässt. Dass auch auf d 
Punotiot) }/z das Zeichen w echselt, folgt sogleich d 
9er Weg, ohne den NuUpunct zu überschreiteiT, i 
dem Halbmesser 1 umgeformt werden kann; es 
direct nachzuweisen. Setzt man nämlich wieder 
z =z r (cos 9 + I sin <p), 

und bezeichnet mit q den Halbmesser des kleinei 
zuerst fp eonstant = 0, und r nimmt von 1 bis 
ersten Ankunft in b hat also z den Werth q ( 

den entsprechenden Werth von j/z wollen wir i 
rfen. Nun bleibt r eonstant = q, und <p geht 
demnach ist bei der zweiten Ankunft in b 

z = Q (cos 2ä + i sin 27t), 
also 

u = f/z = (jT (cos yt + i sin jr) = - 

In dem noch übrigen Theile des Weges bleibt q) 
und r nimmt von q bis 1 zu, daher kommt u n 
— 1 in a an. Wichtig ist es dabei, zu bemerke 
dius Q des um den ausgezeichneten Punct beschr 
beliebig klein genommen werdeit kann« Ja, es : 
Wege, 'ihn bis ins unendliche abnehmen zu lasi 
Falle soll der so eben beschriebene Weg nach P 
Elementar CO ntur [contour elementaire) genann 

Zweites Beispiel. Die Function 



*) PuisQUx. Uecherches sur les fonctions al{,'e 
villfe. Journ. de math. T. XV. p. 411.) 
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io welcher a und b zwei complexe Constaulen bedeuten, hat zwei 
ausgezeichnete Puncte (Fig. 25), nämlich 

z z=i a und z = b. 
Wir nehmen an, die Function gehe 
von dem Puncte 2 = mit dem Wer- 

the u = + I^y aus, lassen zuerst 

die Variable die Elemenlarcontur um 
den Punct a durchlaufen und unter- 
suchen, welchen Werth die Function 
bei der Rückkunff nach e erhält. Zu diesem Zwecke, setze maa 

3: — ö = r (cos q> + I sin (p) ; 
dadurch wird Sev Anfangspunct in den Punct a verlegt, die feste 
Richtung aber, von welcher die Winkel (p gezählt werden, bleibt 
ungeändert. Es sei (p^ der Werth des Winkels q) ia dem End- 
puncte a des geradlinigen Theiles der Elementarcoütur, der Ra- 
dius des kleinen Kreises := q, dann ist im Puncte a 
z — a = (> (cos 9o + * sin ip^, 

und daher der entsprechende Werth von u, welcher mit u^ be- 
zeichnet werden möge, 

_^ g^(cos^ipo + taiii jqpo) 

^0 --- T- 

(fl — * + p (cos 9o + «' sin <po)r 

Wird nun der kleine Kreis von der Veränderlichen durchlaufen, 
so erhält diese bei der Rückkehr nach a den Werth * 
z = ö + (> (cos (9?o + 2jr) + f sin (^^ + 25r)); 

die Function aber wird 

^ r^ (co« (j yn + *) + ^ «In (jyo + 3g)) 

[fl — 6 + p (cos (qpo + 2«)-f f sin (90 + 2«))]* 

^ ^. fr (cos i 90 + ' »in i yp) 

l« ■— 6 -f 9 (cos 9o + « sin Vo)]* 

sie wechselt also das Zeichen. Geht dann die Variable von a, 
nach o zurück, so behält die Function das geänderte Zeichea 

bei Und kommt in dem Puncte mit dem Werlhe — l/-^ an. 
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Ebenso verhält sich die Function bei der zweiten Elementar- 
cdntur um den Punct b. Setzt man, um dies zu untersuchen, 

z — b = r (cos <p + i sin (p) , 

und bezeichnet mit tp^ und Uq die Werthe, welche (p und u in 
dem Endpuncte ß des geradlinigen Theiles der Elementarcontur 
auf dieser geraden Linie erhalten, sowie den Radius des kleinen 
Kreises mit q, so ist 

,, (b- a + Q (cos 90 + t sin.yo))^ 

p'(co8 4 qPo + 'siniVo) 
Nachdem aber der kleine Kreis beschrieben worden ist, der Win- 
kel q) also um 2^ zugenommen hat, erlangt die Function in ß 
den Werth 

.- (6 — g + g (cos yo + t sin y p))^ __ 

Q^ (cos ^ 9o + ' sin i qpo) 

Die Function wechselt also auch bei dieser Elementarcontur das 
Zeichen. 

Wird die nämliche Elementarcontur zweimal hintereinander 
von der Variablen durchlaufen, so wechselt die Function zweimal 
das Zeichen, erhält also den ursprünglichen Werth wieder. Das- 
selbe tritt aher auch ein, wenn beide Elementarconturen , eine 
nach der anderen, durchlaufen werden; auch dann kommt die 
Function mit dem ursprünglichen Werthe nach o zurück. 

Betrachten wir nun alle möglichen Wege, welche von dem 
Puncte nach einem beliebigen Puncte z führen, so können alle 
diejenigen, welche keinen der ausgezeichneten Puncte umwinden, 
auf die gerade Linie oz reducirt werden; auf diesen erhält also 
die Function in z den nämlichen Werth, wie auf der geraden 
Linie, welcher Werth, wie oben, mit ü bezeichnet werden möge. 
Alle Wege ferner, welche nur einen der beiden ausgezeichneten 
Puncte umwinden, können in die betreffende Elementarcontur mit 
darauf folgender gerader Linie oz übergeführt werden, ohne dass 
ein ausgezeichneter Punct überschritten wird. Auf allen diesen 
Wegen erhält daher die Function in z den Werth — ü. End- 
lich können alle Wege, welche beide ausgezeichnete Puncte zu- 
gleich umwinden, durch den Weg ersetzt werden, welcher ent- 
steht, wenn man der geraden Linie oz beide Elementarconturen, 
. e nach der anderen, vorangehen lässt. Da die Function hie- 

Du rege, ellipt. Functionen. 22 
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bei zweimal das Zeichen wechselt, so erlangt sie auf allen diesen 
Wegen in z, den Werth + U, 

Es giebt bei der vorliegenden Function also ebenfalls nur 
zwei Klassen von Wegen, auf denen dieselbe in dem nämlichen 
Puncte verschiedene Werthe erhält. Die eine Klasse wird durch 
die gerade Linie repräsentirt ; die andere aber erhält mau, wenn 
man der geraden Linie eine der beiden Elementärconturen vor- 
angehen lässt. 

Die vorigen Beispiele erläutern, wie eine Quadratwurzel Jedes- 
mal ihr Zeichen wechselt, wenn die Variable um einen Punct, in 
welchem die Wurzelgrösse entweder Null oder unendlich wird, 
. eine geschlossene Linie, oder, was auf dasselbe hinauskommt, 
eine Elementarcontur beschreibt. Die letztere ist besonders auch 
darum vorzuziehen, weil der Radius des kleinen Kreises immer 
so klein genommen werden kann, dass nur ein einziger der aus- 
gezeichneten Puncte umschlossen wird. — Betrachten wir nun 
noch einige transscendente Functionen. 

Drittes Beispiel. Die Function 

u = log z 

wird für z = unendlich, daher ist der Nullpunct für sie ein 

ausgezeichneter Punct. Man gehe von 

^ '^' ^^' fx ^^^ P""^^^ z = 1 (a in Fig. 21) mit 

/ dem Werthe w = aus und lasse die 

Variable z einen Kreis mit dem Radius 

1 um den Nullpunct durchlaufen. Setzt 

man 

z = r (cos 9? + I sin q>) = re'^, 

so ist 

M =^ log r + «9>> 

wo log r den reellen Logarithmus des immer positiven Radius 
Vector bedeutet. Wenn nun die Variable die Peripherie des 
Kreises in positiver Richtung durchläuft und wieder nach a zu- 
rückkommt, so ist constant log r = log 1 - - 0, aber q> ist von 
bis 2jr gewachsen; daher erhält die Function den Werth 

23ri. 
Durchläuft aber die Variable den Kreis in negativer Richtung, so 
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hat q) von o bis — 27t abgonommcn, und dann erhält die Func 
tion in a den Werth 

— 27ti. 

Dieselben Werthe erhält die Function auch, wenn die Elementar- 
contur um den Nullpunct in positiver oder negativer Richtung 
durchlaufen wird. Lässt man nun die Variable den Kreis (oder 
die Elementarcontur) zweimal nach einander in positiver oder 
negativer Richtung durchlaufen, so erhält (jp den Werth + 47C, 
und daher die Function den Werth + ijti. Nach ;t-maliger Um- 
kreisung des NuUpuncts in positiver Richtung und m-maliger Um- 
kreisung in negativer Richtung ej'halt . ebenso die Function im 
Puncte a den Werth 

2 (« — tn) jtu 

ßezeichnet man also jetzt mit n eine positive oder negative ganze 
Zahl oder auch Null, so kann die Function im Puncte a unend- 
lidi viele Werthe annehmen, die in der Formel 

2nxi 

enthalten sind. Daraus folgt dann sogleich, dass die Function 
auch in einem beliebigen Puncte z unendlich viele Werthe er- 
hält, welche durch 

(log z) + 2n7ii 

bezeichnet werden können, wenn (log 2:) denjenigen Werth be- 
deutet , den die Function, von dem Puncte z = 1 mit dem Werthe 
M = ausgehend , im Puncte z auf der geraden Linie az erhält. 
Alle Wege, welche von a nach z fuhren, können hier entweder 
auf die gerade Linie at reducirt werden , oder man kann sie da- 
durch ersetzen, dass man die Elementarcontur^ beliebig oft und 
in beliebigen Richtungen durchlaufen, der geraden Linie voran- 
gehen lässt. Man sieht, auch hier ist die Uebereinstimmung mit 
der bekannten Vieldeutigkeit des Logarithmus vollständig vor- 
handen. 

Viertes Beispiel. 
u = arc tg z. 

Die Untersuchung dieser Function lässt sich auf das vorige 
Beispiel zurückführen, wenn man den Arcus Tangens in einen 
Logarithmus verwandelt. Man hat bekanntlich 

22* 
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= arc tg z = ^ log '^-^ 
= ji log («•-«) ^ .^. log 



■+^). 




und diese Form zeigt, dass die Function arc tg z zwei ausge- 
zeiclinete Puncte liat, nämlich z = + i und z = — i. Diese 
Puncte liegen auf der Ordinatenaxe zu beiden Seiten des Null- 
puncts in der Entfernung 1 von dem letzteren (a und b Fig. 26). 
Fig. 26. Dabei bemerke man aber, dass die Func- 

tion log (i — z) nur den einen Punct 
z = + i, und die Function log (i + z) 
nur den anderen Punct z = — i zum 
ausgezeichneten Punct hat. Wir lassen 
nun die Function arc tg z von dem Puncte 
2 r^ mit dem Werthe u = o ausgehen 
und bezeichnen den gemeinschaftlichen 
Wcrtli, mit welchem die Functionen 
log {i — z) und log {i+z) den Nullpunct verlassen, durch t/j. Durch- 
läuft dann die Variable zuerst die Elementarcontur um den Punct 
+ I, (a), in positiver Richtung, so erhält, wenn z zum Nullpuncte 
zurückgekehrt ist, die Function log (i — z) den Werth u^ + int 
(wie entweder aus dem vorigen Beispiele oder auch durch directe 

Betrachtung mittelst der Substitution i — 2 = re^ leicht erhellt); 
die Function log (1 + z) aber bleibt ungeändert gleich w, , weil 
der umwundene Punct + 1 fär. sie kein ausgezeichneter Punct 
ist; demnach bekommt die Function arc tg 2; den Werth 

w = .^ (mj + 2m) — ^ u^.=.z. 

Wird ebenso die andere Elementarcontur um den Punct — t, (6) 
in positiver Richtung von der Variablen durchlaufen, so erhält die 
Function log (i — z) wieder den ursprünglichen Werth «j , weil 
diese Function nur den Punct + i zum ausgezeichneten Puncte 
hat, die andere Function log (1 + 2:) dagegen erhält den Werth 
M, + 2^t; mithin wird die Function arc tg z oder 



1 



— 27 "1 



2t 



+ 2m) 



n. 



Eine mehrfach wiederholte Umkreisung einer Elementarcon- 
tur vervielfacht den Werth + jr, eine Umkreisung in entgegen- 
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gesetzter Richtung giebt ihm das entgegengesetzte 
enthält überhaupt die Formel 

in welcher n eine positive oder negative ganze i 
bedeutet, alle Werthe, welche die Function arc 
puncte erhält, wenn die Variable die beiden Eleni 
jede beliebig oft und in beliebigen Richtungen, du 
ßezeichnet man nun mit (arc lg z) den W 
Function in einem beliebigen Puncte z annimmt, 
nable in gerader Linie von o nach z geht, so werd 
des Arcus Tangens im Puncto z durch den bekan 
digen Werth dieser vieldeutigen Function 
(arc tg z) + nyt 

ausgedrückt, denn alle von o nach z führenden W 
sich entweder auf die gerade Linie oz oder lassen 
ersetzen, dass vor der geraden Linie eine dei- beid 
conturen oder beide, ein oder mehrere Male, in 
negativer Richtung, durchlaufen werden. 

Die behandelten Reispiele zeigen , dass eine vie 
tion alsdann verschiedene Werthe für denselben 1 
riablen annehmen kann, wenn die letztere versc 
durchläuft, die gewisse ausgezeichnete Puncte einscli 
nun diese Puncte unserer Voraussetzung gemäss dis 
liehen Entfernungen von einander befindliche, Puncte 
man immer gewisse Theile der Ebene abgrenzen} i 
eher ein Umwinden eines solchen Punctes nicht nn 
nerhalb eines solchen Theiles bleibt also auch eine 
neu vieldeutige Function einwerthig, da die Variab 
Wege, auf denen die Function in dem nämlichei 
verschiedene Werthe erhalten würde, nicht bescl 
Ist ein solcher Theil der Ebene abgegrenzt, was 
geschehen kann, so nennt Cauchy*) die Function 
in diesem Theile der Ebene. So ist z. B. die F 
Tangens monodrom innerhalb eines Kreises, der 
dius 1 um den NuUpunct beschrieben ist, oder zw: 



*) Cauchy. Exercices d^analyse et de physique 
Tom. IV. p. 325. 
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durch die Puncte + i und — «i der Abscissenaxe parallel gezogenen, 
geraden Linien. Eine eindeutige Function ist daher in der ganzen 
Ausdehnung der Ebene monodrom. Beschreibt die Variable z eine 
geschlossene Linie, und erhält eine Function f[z), wenn die 
Variable, von einem beliebigen Puncte dieser Linie ausgehend, 
wieder zu demselben Puncte zurückkehrt, den nämlichen Werlh 
wie beim Ausgange, so wollen wir sagen, die Function /"(«) sei 
monodrom auf dieser geschlossenen Linie. 

Wenn eine Function der complexen Variablen z in Rie- 
manp's Sinne, oder nach Cauchy's Benennung t^ine monogene 
Function , in einem gewissen Theile der Ebene (welcher auch die 
ganze unendliche Ebene umfassen kann) monodrom und zugleich 
überall in diesem Theile der Ebene endlich und stetig ist, so 
soll sie nach Cauchy*) eine in diesem Theile der Ebene syn- 
ektische Function genannt werden. Die Function sin « ist 
z. B. synektisch in der ganzen Ausdehnung der Ebene, die Func- 
tion tg z ist dagegen synektisch in einem mit dem Radius 

^ um den Nullpunct beschriebenen Kreise, denn für z = -^^ 

wird sie unendlich. 

S 83.**) 

Pas bestimmte Integral von einer Function einer complexen 
Variablen lässt sich genau in derselben Weise deflniren, wie das 
bestimmte Integral einer reellen Function. 

Es seien z^ und z irgend zwei complexe Werthe der Va- 
riablen 2. Man denke sich die Puncte, welche diese beiden 



*) Cauchy. Snr les rapports diff^rentiels des quantit^s g^om^triqaes 
et sur les integrales synectiques des equatione differentielles. (Comptes 
rendns. 1855. Tome 40. p. 447.) 
**) Vgl. hiezu: 

Cauchy. Sur les integrales qui s'^tendent & tous les points d^une 
courbe ferm^e (Comptes rendus.. 1846. Tome 23. p. 251.) 

Cauchy. Conslderations nouvelles sur les integrales definies, qui 
8*etendent & tous les points d'une courbe fermee et sur celle9, qui sont 
prises entre des limites imaginaires. (Comptes rendus. 1846. Tome 23. 
p. 689.) 

Puiseux. Recherches sur les fonctions alg^briques (Liouville. 
Joum. de math. Tome 15. p. 365). 
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Fig. 24. 



Werthe repräseutiren , durch eine beliebige ununlerbrockene Linie 
verbunden (Fig. 24) und nehme auf derselben eine Ueilie einge- 
schalteter Puncte an, welche den Werthen Zp 

z^, Zn der Variablen entsprechen. Ist ferner 

f {z) eine gegebene Function von z, und bildet 
man die Summe der Producte 

SO ist der Grenzwerth derselben, wenn die An- 
zahl der zwischen Zq und z längs der beliebigen 
Linie eingeschalteten V^erthe bis ins Unendliche 
zunimmt , die Differenzen ;::, — z^, z^— z^, etc. 



^0' 



1' 



also bis ins Unendliche abnehmen, das bestimmte 
Integral zwischen den Grenzen Zq und z, also: 




z 

ß 



f{z)dz = \imlfiz,){z,^z,)+f{2,){z,--z,) + + f{zn){z--z„)l- 



Dabei muss , damit die Summe der Producte sich wirklich einem 
bestimmten Grenzwerthe nähere, die Function f {z) in allen 
Puncten der ununterbrochenen Linie einen endlichen Wcrth be- 
sitzen und in keinem eine Unterbrechung der Stetigkeit erleiden. 

Man sieht , dass diese Deßnition von der gew öhnlichen De- 
fmition eines bestimmten Integrals bei reellen Variabein in nichts 
Wesentlichem verschieden ist. Ein Unterschied besteht allerdings 
darin, dass, wie es die Natur einer complexen Veränderlichen 
erfordert, der V^eg, den dieselbe zwischen zwei V^erthen ZQund z 
durchläuft, kein vorgeschriebener ist, sondern jede beliebige un- 
unterbrochene Linie sein kann. Ein zweiter Unterschied besteht 
darin, dass man bei reellen Variabein gewöhnlich die Differenzen 
Je zweier auf einander folgender Werthe gleich annimmt. Dies 
ist bei complexen Werthen der Variablen nicht immer erlaubt, 
denn da die Differenzen z^ — Zq, z^ — z^, etc. die geraden Linien 
ZqZi, z^z^, etc. ihrer Länge und Richtung nach darstellen,. so 
würde die Annahme der Gleichheit dieser Differenzen zugleich 
voraussetzen, dass der von der Variablen durchlaufei^e Weg die 
von Zn nach z führende gerade Linie sei. Es ist aber, wie wir 



schon im vorigen § gesehen haben, von der höchsten Wichtig- 
keit, den Weg, welchen die Variable durchläuft, nicht näher zu 
bestimmen^ sondern derselben alle Wege offen zu erhalten. Es 
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ist auch aus der Lehre der reellen bestimmten Integrale bekannt, 
dass die Annahme der Gleichheit der Differenzen durchaus nicht 
\\esentUch ist. Man kann daher folgende von reellen Integralen 
geltenden Sätze unmittelbar auf complexe Integrale übertragen: 

1) Bedeutet Zk irgend einen der von der Variablen durch- 
laufenen Werthe, so ist 

ß{z)dz =ff{z)dz +ß{z)dz. 

^0 *0 '* 

2) Es ist 

Jf{z)dz = -Jf{z)dz, 

z zo 

d. h. durchläuft die Variable die Linie, welche die stetige Auf- 
einanderfolge ihrer V^erthe darstellt, in umgekehrter Richtung, 
so erhält das Integral den entgegengesetzten Werth. 

Ehe wir nun zu einer näheren Untersuchung des Einflusses 
übergehen , den der von der Variablen durchlaufene Weg auf 
den Werth des Integrals hat, schicken wir die folgende Betrach- 
tung voran: 

Es seien P und Q zwei reelle Functionen von zwei Va- 
riabein X und y von der Beschaffenheit, dass sie für alle Werthe 
dieser Variabein , welche , als rechtwinkhge Coordinaten angesehen, 
de« Punctcn einer von einer geschlossenen Linie begrenzten ebe- 
nen Fläche angehören, endlich, stetig und eindeutig sind. Dies 
vorausgesetzt, kann man das Doppelintegral 



-m-n"'- 



genommen in Bezug auf den ganzen , von der geschlossenen 
Linife begrenzten Theil der Ebene, in ein einfaches Integral ver- 
wandeln, welches sich nur auf solche Werthe von x und y er- 
streckt, deren zugehörige Puncte auf der Peripherie der geschlos- 



senen Linie Hegen. 



Schreibt man das Integral / in der Form 

'' =//^^ ''" '' -//S *" '' = "'• - •"- 

so kann man im ersten Theile die Integration nach y, im zwei- 
ten Theile die nach x ausführen. Zieht man nämlich die zu 
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einer beliebigen Abscisse x zugehörige Ordinate, welclie die ge- 
schlossene Linie zweimal' durchschneidet (Fig. 27) , und bezeich- 
net die den Durehschnittspuncten 

Fiir 27 
zugehörigen Werthe der Function ^* 

P mit P' und P'\ so hat man, 
da die Function P innerhalb der 
Linie endUch, stetig und eindeu- 
tig vorausgesetzt wird, 

"* =//f '^ '' 

=3 Cp" dx - Cp' dx. 

In diesen Integralen geht x von 
der ersten, äussersten Abscisse a 
bis zur letzten a. In dem ersten 
Integrale hat man daher für P" alle Werthe der Function P ein- 
zusetzen, welche dieselbe nach und nach in den Puncten der 
Linie ÄP*'Ä annimnit. Ebenso hat man in dem zweiten Integrale 
für P* alle diejenigen Werthe der Function P einzusetzen, welche 
diese nach und nach In den Puncten der Linie AP' Ä annimmt. 
Lässt man aber in dem zweiten Integrale die Abscisse x in um- 
gekehrter Richtung von a nach a gehen, so kehrt das zweite 
Integral sein Zeichen um, zugleich wird der Theil AP' Ä der 
geschlossenen Linie ebenfalls in umgekehrter Richtung, nämlich 
von A' über P' nach ^, 'durchlaufen und bildet mit dem- ersten 
Theile AP"Ä zusammen die ganze geschlossene Linie. Demnach 
erhalt man 




m ^' * =/' 



P dx, 



dieses Integral längs der ganzen geschlossenen Linie^ genommen ; 
d. h. es sind für P alle diejenigen Werthe dieser Function zu 
setzen, die dieselbe in den Puncten der geschlossenen Linie 
AP"a[P'A hat. 

Ebenso kann man nun auch das zweite Integral 



=/ 



dx 



die dy 



behandeln. Bezeichnen Q' und Q" die Werthe, welche die Func- 
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üon Q in den beiden Durchscliniltspuncten einer zu einem be-. 
liebigen Werthe von y zugehörigen Abscisse erhält, so ist 



Fig. 27. 



Hier geht y von 6 bis fe', das 
erste Integral ist also längs der 
Linie BQ" B\ das zweite längs 
der Linie BQ'ß zu nehmen. 
Kehrt man aber in dem letzle- 
ren wieder das Zeichen um, so 
vereinigen sich beide Integrale 

zu einem einzigen, / Q dy, 

welches auf die ganze geschlos- 
sene Linie BQ"B'(fB auszu- 
dehnen ist. Allein, wie man 
sieht, ist jetzt die Integration in 

I Q dy in umgekehrter Richtung zu nehmen wie früher in / Pdx- 

Will man daher bei beiden Integralen die Richtung die nämliche 
sein lassen , so muss man setzen 



^' 






B' 






jy^ 
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A' 


!/ 
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^...4.. 

V U 


"To" 
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€^ 



■Jfiäx-dy =jQdy, 



und erhält alsdann schliesslich * 

Man kann also ein in Bezug auf eine von einer geschlossenen 
Linie begrenzte ebene Fläche genommenes Integral in ein längs 
der geschlossenen Linie genommenes, und umgekehrt, verwandeln. 
Es sei nun wie früher 

u = f[z) = Z + iF 

eine Function der complexen Variablen 

z = o: + ly. 

Wir betrachten das Integral lf[z) dz, bei welchem die Variable 2 
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eine geschlossene Linie beschreibe, und nehmen an, dass die 
Function f [z] innerhalb dieser geschlossenen Linie überall syn- 
ektisch sei, d. h. dass sie in allen Pnucten im Inneren und auf 
der Peripherie der geschlossenen Linie endlich und stetig bleibe, 
und dass sie denselben Werth wieder erhalte, wenn die Variable 
die geschlossene Linie beschrieben hat. Dann ist 

Jf[z) dz =ßx + iY) [dx + idy) 

== C[Xdx - Ydy) + iC{Ydx + Xdy), 

Nach dem eben bewiesenen Satze lassen sich diese beiden Inte- 
grale in Doppelintegraie verwandeln, sodass man erhält 

jm * -=//(',:; + If ) - * + .//(If - i) ^ * 

Wenn nun aber X + iY eine Function von z ist, so müssen nach 
§ 80 (1) die Bedingungen 

dX dY dY^ __ dX 

dy * dx * dy dx • 

erfüllt sein; folglich sind beide Doppelintegrale Null, und daher 
auch 



'Jf[z)dz = 0. 



Wir haben hiemit folgenden Satz gewonnen: 

Satz L Das Integral von einer Function einer 
complexen Veränderlichen, längs einer geschlossenen 
Linie genommen, hat stets den Werth Null, wenn die 
Function innerhalb dieser Linie überall synektisch 
ist. 

Hieraus ^eht sofort das Verhalten der Werthe eines Integrals 
hervor, wenn man die Variable zwei verschiedene, aber zwischen 
denselben zwei Puncten enthaltene, Wege durchlaufen lässt. Des 
präciseren Ausdrucks halber möge dabei folgende Bezeichnung an- 
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gewendet werden: Wenn die Variable z den Weg acb (Fig. 28) 
durchlauft, so soll das Integral 

k 
(/•(«) dz- mit J{ach) 



ß 



Fig. 28. 




bezeichnet werden. Es seien nun acb und 
adb zwei von a nach b führende Wege, so 
besichaffen, dass innerhalb der dadurch be- 
grenzten Fläche die Function f {z) überall 
synektisch sei; dann ist nach dem vorigen 
Satze 



/ [acbda) = o. 



Weil aber 



und 

ist, so ist 



J [acbda) = J [acb) + J [bda) 
J[bda) = — J[adb) 

J[acb) ^ J[adb)\ 

d.h. Satz II. Wenn in einem bestimmten Integral die 
Variable beim Uebergang von der unteren zur oberen 
Grenze zwei verschiedene Wege durchläuft, so erhält 
dasintegral auf beiden Wegen denselben Werth, wenn 
die Function innerhalb der von den beiden Wegen 
eingeschlossenen Fläche überall synektisch ist. 

Man kann die Bedingung, unter welcher dieser Satz gilt, 
auch dadurch ausdrücken, dass man sa^t, der von den beiden 
Wegen eingeschlossene Theil der Ebene darf keinen ausgezeichne- 
ten Punct der Function enthalten ; denn wenn dies nicht der Fall 
ist, so ist die Function in jenem Theile der Ebene .synektisch. 
Zu bemerken ist ferner, dass der gemeinschaftliche Anfangs- und 
Endpunct der beiden Wege auch zusammenfallen können, sodass 
beide Wege geschlossene Linien bilden, die jedoch den Ausgangs- 
punct gemeinsam haben; der Satz bleibt dann immer noch rich- 
tig, wenn nur in dem zwischen den beiden Wegen liegenden 
Flächenstücke sich keine ausgezeichneten Puncte befinden, wie 
auch übrigens die Function beschaffen sein mag. 

Nehmen wir wieder an, die Variable z durchlaufe eine ge- 
schlossene Linie adbca (Fig. 2S), und die Function f [z) sei 
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monodrom auf derselben, aber es befinden sich in cleir^n [l 
ein oder mehrere Puncte t, in welchen die Functintt iinl 
wird, so kann man nicht mehr behaupten, dass das latl 
geschlossenen Linie genommene Integral gleich Null ist; ym 
den viehuehr weiter unten sehen, wie wir den Werlli tiel 
ermitteln können. Lässt man nun aber die Variabk^ z el 
dere geschlossene Linie efge, welche den oder die Puncte J 
falls mngiebt, in der nämlichen Richtung durchlaiilleii , il 
die Function f (z) innerhalb des von den beiden j^rt^^rhlJ 
Linien begrenzten Raumes überall endlich und stetig und I 
dem auch auf der zweiten Linie efge monodrom, ^o ll 
Integral längs der Linie adbca denselben Werth, ^^lo läil 
Linie efge. Denn verbindet man einen Punct e der einel 
mit einem beliebigen Puncte a der anderen so, dass die 1 
dungslinie den von der Linie efge umschlossenen Raunl 
durchschneidet, so ist I 

J[aefgea) = J{adbca), I 

weil man auf diese beiden Integrale den vorigen Satz anJ 
kann. Nun ist aber I 

J[aefgea) = J [ae] + J[efge) + J {ea) I 

= J[efge). I 

denn da die Function f [z) auf der Linie efge monodram I 
hat sie beim Durchlaufen der Linie ea in dieser UirhtuJ 
selben Anfangs- und Endwerthe, wie vorher in der Hiciiul 
folglich sind die Integrale J [ae) und J [ea] gleich und eiii 
gesetzt. Demnach ist, was zu beweisen war« I 

J[efge) = J [adbca], I 

Mah hat also auch folgenden Satz: I 

Satz III. Wenn die Variable z um einen oderl 
rere Puncte herum, in welchen die Function /"(l 
endlich wird, zwei verschiedene geschlossene iJ 
durchläuft, und die Function f [z) sowohl längs dl 
Linien monodrom ist, als auch in dem zwischenl 
selben enthaltenen Räume endlich und stetig bl 

so hat das Integral lf[z) dz, längs beiden geschl 
nen Linien genommen, denselben Werth. I 
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Es verdient hervorgehoben zu werden , dass dieser Satz nicht 
mehr gilt, wenn die Function f [z) auf den geschlossenen Linien 
nicht monodrom ist. Wäre sie z. B. eine Quadratwurzel, welche 

fär z =:= / unendlich mrd, wie ,, , so wurde sie, wenn die 

Variable zum zweiten Male nach e kommt , das Zeichen w echseln, 
und dann wurde / [ae) + / [ea] nicht gleich Null, sondern gleich 
2 / [ae] sein. *) 

Wir gehen nun zur Bestimmung des Werthes eines Integrals 



/' 



f[z)dz 



über, wenn dasselbe längs einer geschlossenen Linie genommen 
wird, innerhalb welcher die Function f [z) unendlich werden kann, 
vorausgesetzt, dass sie auf der geschlossenen Linie monodrom ist. 
Nehmen wü- zuerst den Fall, dass die Function f [z) nur in einem 
einzigen Puncte t innerhalb der geschlossenen Linie unendlich 
werde, so sei adbca (Fig. 28) diese Linie; dann hat das Integral 
Fig. 28, nach dem vorigen Satze längs jeder ge- 

schlossenen Linie, die innerhalb adbca liegt 
und den Punct t umschliesst, denselben 
Werth, wie längs adbca, also auch längs 
eines um t mit einem kleinen Radius q be- 
schriebenen Kreises. Setzt man 

z — i = Q (cos (p + i sin q)) = q e^, 

so bleibt, währjend z die Peripherie dieses 
Krefses durchläuft ,. q constant, und (p wächst von ^q bis ^^ + 2«, 
wenn ip^ den Anfangswcrth von (p bezeichnet. Schreibt man ferner 

so erhält man, da 

itp 

dz ge idw . , 
= r -^ = t dw 




*) Man bemerke, dass, wenn die geschlossenen Linien jede zweimal 
durchlaufen werden, die Quadratwurzel also zweimal das Zeichen wech- 
selt, der "Satz für diese Function wieder gUl(ig wird. Aus diesem Grunde 
könnte man, übereinstimmend mit Kie mann *s Anschauungsweise, eftae 
Linie erst dann geschlossen nennen, wenn die Function, zum Ausgangs- 
puncte zurückkehrend, auch wieder denselben Werth erhält. 
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wird, 

90+2» 



90 -hijr 

Jf{z)dz^'iJ{z-^i)f(z)ch 



Der Werth des Integrals ist nach dem ,vorig( 
Grösse des Radius ganz unabhängig, wofern d 
innerhalb der Linie adbca liegt, oder wenigste 
ausgezeichneten Punct umschliesst. Man kann 
Q auch bis ins Unendliche abnehmen lassen; d 
dem Werthe t, z — t der Null, und f [z] dem 
eher der Annahme nach unendlich gross i 
{z —. t) f [z) ninmit also die Form o . cx> an und 
licher Weise einen endlichen Grenzwerth haben 
diesen Fall annehmen, also voraussetzen, dass 
zwar für z = i unendlich werde , zugleich aber 
dass das Product (z — t) f [z) sich für z = . 
Greiizwerthe nähere, welcher auch -von 9? una] 
welcher für Jede Richtung , auf w elcher m»n s 
nähert, derselbe bleibe. Bezeichnet man diese 
p, setzt also 

lim (2: — /) f[z) = p (für z = 



so wird nun 



9»0"+~2f 



/ f [z] dz = ip I dg) = 27Cip 



Hiedurch ist der Werth des Integrals längs 
Linie bekannt, sobald der Gronzwerth p gefun 
Für den Fall, dass /* (/) nicht unendlich gross 
Null , und wir kommen wieder auf den früh( 
dass auch das Integral Null ist.*) 

Dieser Satz kann nun sogleich auf den Fal 
den, dass die geschlossene Linie in ihrem Innere 



*) Diesen wichtigen Satz hat Cauchy zuerst, w 
Form, in der Abhandlung ,,M^moire sur les integrales 
pr^sent^s par divers savans ä Pacad^mic des sciences 
gesprochen, von welcher Abhandlung Poisson in 
sciences par la soci^t^ philomatique de Paris.*' (Anne 
Bericht gegeben hat. 
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enthält, in denen die Function unendlich mvd, wenn diese Puncte 
nur discrete, in endlichen Entfernungen von einander befindliche, 
sind.*) Nehmen wir beispielsweise an, es seien drei solche 
Puncte vorhanden, t^, /j» '3- ^*^ Function f {z) sei in diesen 
drei Puncten unendlich gross, im übrigen aber innerhalb der 
geschlossenen Linie synektisch, ferner mögen die Producte 
(« - <i) f{^)» (^ - '2) /" W* (^ - h) /" W tür z = t^, z=^ /j, 
2; =: ^3 bestimmte endliche Grenzwerthe annehmen , die resp. 
durch Pi, P2» Pz bezeichnet werden mögen. 'Dies vorausgesetzt, 
theile man die von der geschlossenen Linie begrenzte Fläche 
durch zwei Querlinien ac und fd (Fig. 29) so in drei Theile, dass 
Fig. 29. j jeder Theil nur einen der Puncte t^, t^, /j 
enthält. Alsdann kann man den Werth 

des Integrals 1 f(z) dz längs der Begren- 
zung eines jeden dieser Theile nach dem 
vorigen Satz bestimmen. Mit Anwendung 
der S. 348 angegebenen Bezeichnung er- 
-^ hält man nämlich 

(4) / {acba) = 2nip^, J [afdca] = 2^i>2» ^ if^^f) = 2arip3, 

wobei die geschlossenen Linien alle in der Richtung der wach- 
senden fp durchlaufen werden mü$$sen. Nun ist aber 

/ [acha) = / [ac) + J [cha] 

J [afdca] ==z J[af) + J [fd) + J [de) + J [ca) 

Jifedf) = J(fed) + J[df), 
folglich erhält man, da 

/ [ac) + / [ca) = 0, y[fd) + J [df) =, o 
ist, 

/ [acba) + / [afdca] + / [fedf] ■--= J[cba) + / [af] + / [fed) + J[dc) 

= J[cbafedc), 

d. h. die Summe d^r drei Werthe (4) ist gleich dem Integral 

längs der ganzen geschlossenen Linie genommen. Also ist dieses 

Integral 

J [cbafedc] = 2«! (Pi + P2 + Ps)- 

*) Vgl. ausser den oben angegebenen Abhandlungen auch noch die 
folgende : 

Cauchy. Memoire sur les variations integrales des foiictions. Com- 
ptes rendus. 1855, Tome 40. p. 651, 713 und 804. 
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§84. 

Ue im vorigen § angestellten Betrachtungen deuten darauf 
\An, dass d«r Werth eines complexen Integrals, sobald die unter 
dem Integralzeichen stehende Function nicht überalt synektlsch 
Ist, wesentlich von dem Integrationswege abhängig sein wird. 
Wenn dies aber der Fall ist, so kann ein bestimmtes Integral, 
dessen obere Grenze veränderlich ist, für einen und densdben 
Wertii dieser oberen Grenze, je nachdem die Variable, von der 
constaflilen unteren Grenze ausgehend, diesen oder jenen Weg 
diirchUaift, andere und andere Werthe erhalten, und daher eine 
mehrdeutige Function der oberen Grenze darstellen. Puiseux 
hat in der schon mehrere Male citirten Abhandlung gezeigt*), 
dass alle Integrationswege auf gerade Linien und Elementarcon- 
turen zurückgeführt werden können, und es dadurch möglich 
gemacht, dass man alle Werthe, welche ein bestimmtes Integral 
annimmt, wenn alle möglichen Integrationswege berücksichtigt 
werden, wirklich angeben kann. Dieses soll nun an einigen Bei- 
spielen näher erläutert werden. 

Erstes Beispiel. Wir beginnen mit dem Integral 



/■ 



'& 



Die Function — ist zwar in der ganzen Ebene monodrom, aber 

sie wird unendlich für 2; = o. Der NuHpunct ist daher ein aus- 
gezeichneter Punct, und wir können nach dem vorigen § den 
Werth des Integrals bestimmen, wenn es längs einer, den NuH- 
punct umgebenden, geschlossenen Linie, also auch längs einer, 
von einem beliebigen Piincte ausgehenden, Elementarcontur um 
den NuHpunct genommen wird. Wir haben hier 



also 

denmach ist. auch 



f{z) = 1. t = o. 



(z-O/'W^-f = i; 



P = 1. 



*) PaiseuiL. Recberches sur les fonctions alg^briques. III. Partie. 
(Liouville. Journ. de math. T. 15. p. 429.) 

Durege, ellipt. Functionen. 23 
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und der Werth des Integrals gleich 

± 2^1» 
je nachdem die Elementarcontur in positiver oder negativer Rich- 
tung durchlaufen wird. Wird die Elementarcontur n-Mal hinter 
einander in der gleichen Richtung durchlaufen, so ist dfer Werth 
des Integrals 

+ 2«Ät. 

Nimmt man nun das Integral zwischen den Grenzen 1 und 
z, wo z einen beliebigen WefUth der Variablen bedeuten, und der 
Werth 1 durch den Punct a (Fig. 21) dargestellt werden möge, 

und bezeichnet man das längs der ge- 
*^' ' f^ raden Linie az genommene Integral, wel- 

ches das geradUnige Integral genannt wer- 
den soll, mit (log z), so erhält das Integral 
nach dem zweiten Satze des vorigen § 
auf jedem Wege, der den ausgezeich- 
neten Punct nicht umschliesst, ebenfalls 
den Werth (log z)\ jeder Weg aber, der 
den ausgezeichneten Punct ein oder 
mehrere Male umbindet, ertheilt dem Integrale denselben Werth, 
wie der Weg, welcher entsteht, wenn man der geraden Linie die 
Elementarcontur von a aus um den Nullpunct in ein- oder mehr- 
maliger Umkreisung vorhergehen lässt. Nimmt man daher auf 
alle Wege Rücksicht, welche die Variable von dem Puncte a bis 
z durchlaufen kann, so erhalt man für alle Werthe, die das In- 
tegral annehmen kann, die Formel 




ß 



^ = (log z) + 2«ari, 



worin n jede positive oder negative ganze Zahl und auch Null 
sein kann. Hieraus geht hervor, dass das vorliegende Integral, 
wenn man nur keinen der möglichen Integrationswege ausschliesst, 
in der That die Function log z in ihrer ganzen Vieldeutigkeit 
darstellt. 

Zweites Beispiel. 



/ ' dz 



Afoschn. XXI. Heber Putictionen einer coroplexeu Variablen 
. In diesem Integrale ist die Function 

ebenfalls mohodrom in der ganzen Ebene, sie \iii 
Mcb fßr z= + i und für z = — i, daher sind t 
und — I ausgezeichnete Puncte. Sie sind in Fig. ! 
bezeichnet. Untersucht man die Integrale f 

längs den Eleihentarconturen um diese 
Puncte, so ist, wenn man t^ == i und 
f^ = — I setzt, 

... {z~t,) nz) = ^ = ^.. (^ — 

fdglich der Grenzwerth für z = t 

ebenso ist 

und der Grenzwerth für « = — t 

P3=lim(z~r,)/'(z) = - 1; 

die Werthe, welche das Integral längs den beiden 
turen um die Puncte + t und — t erhält, sind d; 
+ n und — 7t, 

Nimmt man das Integral längs einer geschlossenen 
beide ausgezeichnete Puncte so umgiebt, dass belt 
Richtung umkreist werden*^, so erhält dasselbe nac 
Satze des vorigen § den Werth 

Ä ~ Ä = 0. 

Bezeichnet man mm, ähnlich vrie vorhin, 
das geradlinige Integral zwischen den Grenzen i 
lüßst der geraden Linie die b«iden Elementarcontu 
liebig. oft, vorangehen, so sind alle übrigen Im 
einem der ersteren ae<]uivalcnt ; daher, ist der in 
alle möglichen Integrationswege vollständige Werth 



/ 



j^, = (arc \%z) + n«, 



2: 
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wo n eine positive oder negative ganze Zahl (Null eingeschlossen) 
bedeutet, stellt also die vieldeutige Function Arcus Taugens voll- 
ständig dar. 

Wir wollen bei diesem Beispiele den Werth dies Integrals, 
wenn es längs einer der beiden Elementarconttiren genommen 
wird, des Folgenden wegen, auch noch direct ermitteln. 

Lässt man die Variable vom Nullpuncte auf der Ordinaten- 
axe bis zu einem nahe an + < (^ in der Fig.) liegenden Ihincte 
a gehen, einen ganzen Kreis mit dem Radius p um a beschreiben 
und dann nach dem Nullpuiicte zurückkehren, so zerlegt sich 
das längs dieses Weges genommene Integral in drei Theile, näm- 
lich in die beiden geradlinigen Integrale 
/ [oa) und / {ao) und das längs des Krei- 
ses genommene Integral. Aber da die 
Function monodrom ist, so hat sie, wenn 
z zum zweiten Male nach a kommt, dort 
denselben Werth, wie beim ersten Male; 
folglich sind die beiden Integrale J (oa) 
und J [ao] gleidi und entgegengesetzt 
und heben sich auf, sodass nur das In- 
tegral längs des Kreises ermittelt zu 
Setzt man zu diesem Zwecke 



Fig. 26. 




werden braucht'*'). 



*9 



so ist auf diesem Integrationswege q constant, und q> wächst ven 
(Pffhls (Pq + 27C, wenn '^q den Anfangswerth von q> bedeutet. 
Nurt ist aber 



demnach 






dz :?= ige^tUp, 



(pn-j-2i€ • •A*+-2» 

/ * dz _ r idtp _ r dtp 



90 . 90 

Lässt man alsdann den Radius g bis ins Unendliche abn^unen, 
so erhält man als Greuzwerth 



<PQ •+- '2n 



90 



*) Dies folgt auch aus dem ^ritten Satze des Vorigen §. 
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wie oben. Auf dieselbe Weise ergiebt sich durcli die 
tution » • 



bei der anderen Elementarcontur der Integralwerth 
Drittes Beispiel. 



7t A 



Hier ist die Function 



YW 



vr=r, 



Dicht in der ganzen Ebene monodron^ , vielmehr wird ^it 
HUF unendlich in den beiden ausgezeichneten Puncten z J 
und 2; = -— 1 (c.und d, Fig. 26), sondern sie wecImJ 
das Zeichen, wenn die Variable eine geschlossene Litnc mn 
dieser Puncte beschreibt und auf ihren Ausgangi^punct I 
zurückkommt Zur Ermittelung der Integrahvertho Tür dl 
mentarconturen reicht daher hier der Cauchy'sche SatJ 
inehr aus, sondern wir müssen dazu in ähnlicher Weise I 
ren, wie es am Ende des vorigen Beispiels angegeheii I 
ist. Zugleich aber müssen wir auch den Werth angebel 
welchem die Function yi^—z^ von dem Puncte z^^o aiJ 
soll, wir wählen dazu den Werth + 1. Wir lassen al 
Variable von auf der Abscissenaxe bis zu einem nahe arJ 
genden Puncte y gehen, beschreiben mit ihr einen Kreisl 
mit dem Radius q und kehren auf der Abscissenaxe von I 
zunick. Zerlegt man nun aber wieder das Integral länl 
ser Elementarcontür in die beiden geradlinigen Integrale I 
f{yo) und das Integral längs d^s Kreises, so heben i^ich dl 
den ersteren hier nicht auf rdenn da die Function ]/l — z^ nJ 
Umkreisung des Punctes c mit dem entgegengesetzten A 
nach y zuröckkommt, die Elemente dz auf dem We^^e ytä 
falls das entgegengesetzte Zeichen haben, so erhallen dl 
mente I 

' . ^ dz I 



auf dem Weg^ y« dieselben Werthe , wie auf dem Wege ol 
daher ist I 

. ./(yo) «= /(oy) und /(oy). + J (yo) = 2J[oy). ' I 



1 + z = 2 — Qe^, dz •= — iifc^dtp^ 
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Zur Ennitielang des kreisförmigen Integrals setz^ man ferner, 
damit q constant sei, 

1—^ = 9«, 
dann erhält man 

mithin 

r dz ^ _ . 4 K¥Uq> 

Lässt man nun aber hierii) den Radius p bis ins Unendliche ab- 
nehmen, so nimmt auch der Werth dieses Integrals bis ins Un- 
endliche ab; zugleich nähert sich der Punct y dem Puncte c, 
der Integralwerth für diese Elementarcontur reducirt sich daher 
auf den doppelten Werth des geradlinigen Integrals zwischen den 
Grenzen o und 1. Folglich erhält man dafür 

2/ (oc) = 2 / ! ^^ = 2 arc sin 1 = jr. 



-/Fr§.= 



Gan? in derselben Weise ergiebt sich, dass der Integralwerth' 
für die Elementarcontur um — 1 sich auf den doppelten Werth 
des geradlinigen Integrals zwischen den Grenzen o und — 1 re- 
ducirt. Man erhält dann für dieses Integral den Werth 




Wenn die Function f/l — z^ aus dem Puncte « = o mit dem 
Werthe — 1 ausgeht, so erhalten auch die fntegralwerthe längs 
der Elementarconturen die entgegengesetzten W^erthe , also um 
den Punct + 1 den Werth — tc, und um den Punct — 1 den 
Werth + 7c; denn während z auf der geraden Linie von o bi& 
+ 1 oder — 1 geht, kann die Wurzel ihr Zeichen nicht wech- 
seln, sondern behält das einmal erhaltene bei. 

Lässt man nun die Variable die Elementarcontur um den 
Punct + 1 zweimal hinter einander durchlaufen, so erhäk das 
Integral nach dem ersten Umlaufe den Werth + tc, nun hat aber 
die Wurzel das Zeichen gewechselt, der zweite Umlauf giebt also 
dem Integral den Werth — n und daher beide zusammen den 
Werth n — ä==o. Ebenso verhält es sich, wenn die Vapable 
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die Elemeatarcootiir um den Punct — 1 zweimal hinl 
durchläuft. Wenn dagegen zuerst die Elementarcont 
Punct + 1, und dann die um den Punct — 1 besch 
so erhält das Integral hei dem zweiten Umlaufe we 
folgten Zeichenwechsels der Wurzel den Werth + 7t, 
auf beiden Umläufen den Werth ä + ä = 2n, Eb 
wenn zuerst die Elementarcontur um den Punct — j 
die um den Punct + 1 beschrieben wird; auf diesei 
hält das Integral, den Werth — 2n. 

Bezeidinet man nun wieder das geradlinige Integ 
den Grenzen o und z mit (arc sin z) , wenn die Wur: 
Werthe + 1 von dem Puncte z = o ausgeht, so kann 
dieser geraden Linie eine der beiden Elementarcontu 
gehen lassen, dann erhält das Integral wegen des nac 
laufe um die Elementarcontur erfolgten Zeichenwt 
Werth 

+ ^ — (arc sin z). 

Zweitens kann man zuerst beide Elementarconturen h 
der beliebig oft beschreiben, dann erfolgt eine gei 
von Zeichenwechseln , mithin kommt die Wurzel wied 
Werthe + 1 nach dem Puncte z=^o zurück ; gel) 
hierauf in gerader Linie von o nach z, so erhält 
den Werth 

2n% + (arc sin z) ; 

endlich kann man zwischen dem Umlaufe um beide 
conturen und der geraden Linie noch einen Umlauf u 
beiden Elementarconturen einschalten, dann erhält n 
Integral den Werth 

Init + 7t — (arc sin z). 

Damit sind alle Wege, auf welchen das Integral '^ 
Werthe erhalten kann, erschöpft, und es ergeben si( 
die beiden Reihen 

2n7t + (arc sin z) \ 
und . > . . . 

(2n + 1) Ä r— (arc sin z),) 

in welchen n jede positive oder negative ganze Zal 
bedeuten kann^ 
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Die drei bi& jetzt betrachteten Beispiele zeigen, dass (fo 
drei Integrale 

Jf = log z. |1^. = arc tg z. Jy^^ = arc sta .. 

vieldeutige Functionen ihrer oberen Grenzen darstellen , indem je- 
dem Werthe der letzteren eine Reihe von Werthen des Integrals 
zugehört, die um Vielrache gewisser constanter Grössen \on ein- 
ander verschieden sind. Diese Constanten ^ind bei den drei In- 
tegralen der Reihe nach 

2^t, n und 2it. 

Betrachtet man nun umgekehrt die oberen Grenzen als Tunctio- 
nen der Integrale, so werden diese Functionen periodische Func- 
tionen, da sie für eine Reihe in arithmetischer Progression auf 
einander folgender Werthe des Integrals gleiche Werthe anneh- 
men; bezeichnet man die Integrale mit k, so ist 

e ^ = e , tg (u -|- war) = tg w, sin (m + 2n%) = sin u. 
Man nennt daher die constanten Grössen, um deren Vielfache 
die Integralwerthe sich unterscheiden, Perioden. 

Man kann sich von der Periodicität eine geometrische Vor- 
stellung machen, wenn man die Ebene durch parallele Gerade 
in Streifen zerlegt; diese Parallelen laufen bei der Function «" 
der Abscissenaxe parallel und sind um 2» von einander entfernt; 
bei den Functionen tg u und ^n u dagegen sind sie der Ordina- 
tenaxe parallel und haben resp. die Entfernungen ic und 2^ von 
einander. In Jedem dieser Streifen erhält die Function ihre 
sämrotlichen Werthe, und in je zwei entsprechenden Puncten 
zweier verschiedener Streifen nimmt die Function dieselben Werthe 
an. Die Functionen e^ und tg u nehmen in jedem Streifen jeden 
ihrer Werthe nur einmal an, d. h. sie haben in je zwei ver- 
schiedenen Puncten des nämlichen Streifens verschiedene Werthe. 
Die Function sin u aber nimmt wegen des zweiten der Ausdrücke 
(5) in jedem Streifen ihre sämintUchen Werthe zweimal an , denn 
da nun auch 

sin ((2« -f- 1) Ä — w) = sin M 

ist, so erhält sin u den gleichen Werth für jede zwei Werthe 
von u, deren Summe entweder gleich % oder gleich einem unge- 
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raden Vielfachen von x ist. Je zwei soIch< 
desjenigen Streifens z. B., der von den 
imd den Punct 2n gezogenen Parallelen 
gelttldet wird, liegen daher so, dass sie 
mit dem NüHptmct und einem der Pttncte 
sr oder 3jr ein Parallelogramm bilden, 
in welchem die Gerade von o nach k 
oder von o nach Ssr eine Diagonale ist. 
(S. Fig. 30.)*) 

Viertes Beispiel. ♦♦) Zuletzt wol- 
len wir nun auch das elliptische Inte- 
gral 



/* 



]K(l-Z«)(i~**Z«) 

betrachten. Dieses ist dem vorigen in vi* 
Auch hier ist die Function nicht monodr 
das Zeichen beim Umlaufe um einen dei 

Puncte « = + 1 , « = + ~, z == — 1, 

man die Integrale längs dner der vier Elei 
man annimmt, dass die Wurzelgrösse mit 
dem Puncte 2==o ausgeht, zerlegt man 
Integral längs der Elementarcontur in zw 
kreisförmiges, so werden auch hier die \ 
unendlich klein. Um dies für alle vier : 

sehen, bezeichnen wir die vier Werthe + 

mit a, b, c, d , sodass jeder der letzteren 
der ersteren bedeuten kann. Dann wird ( 

1 /• ____flL« 



*) U«ber die weitere Ausführung dieser I 
wir auf die Schrift vonBriot undBouquet: 
doublement p^riodiqnes et, en particolier, de 
Paris 1859. p. 57. 

**) Vgl. hiezu die früher erwähnte Abhang 
die eben genannte Schrift von Briot und Boui 
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Setzt man nun 

iw 

z — a = Qe^ , 

so bleibt bei der kreisförmigen Integration um den Punct a der 
Radius q eonstant, und 9) wächst von q)^ bis 9^ + 29r, wenn 
90 den Anfangswerth von 9 bezeichnet. Dana ist ferner 

z — ft==a — h + Qe^ 
z — c ^=^ a — c + Qe^ 

< '■ ^ • 

dz = i(fe^ d(p, 
demnach geht das kreisförmige Integral über in 



90 



/(«— Ä + ^'>){fl-C+^'>) (a-d + p€'> ) ' 



und wird , wie leicht ersichtlich , mit q zugleich unendlich klem. 
Da nun nach dorn Umlauf um die Peripherie des Kreises die 
Wurzelgrösse ihr Zeichen gewechselt hat, und daher die gerad- 
linigen Integrale einander gleich werden , so reduciren srch auch 
hier die Integrale längs der Elementarconturen auf die dq^elten 
Werthe der geradlinigen Integrale zwischen den Grenzen und 

resp. +1, +T' "~1» — T- Dabei entsteht aber eine kleine 

Schwierigkeit. Wenn nämUch der Modul k reell, positiv und 

kleiner als 1 ist, so führen die geraden Linien von nach + -r 

durch die Puncte + 1 hindurch. Bei der Integration zwischen 

den Grenzen und + -j- müssen aber die ausgezeichneten Puncte 

+ 1 vermieden werden. Dies kann nun zwar dadurch geschehen, 
dass man die gerade Linie in der Nähe dieser Puncte eine kleine 
Ausbiegung machen lässt, aber dabei sind zwei verschiedene Wege 
möglich. Nehmen wir zuerst an , die Variable z gehe vom Nuli- 
puncte bis zu einem nahe an ^ 1 (a, Fig. 31) liegenden Puncte 
cc, beschreibe einen kleinen Halbkreis um a nach* a und gehe 

dann zu dem Puncte j- [e in der Fig.); untersucht man dann den 
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Werth, den das Integral auf diesem Wtr^e erhält, so vt'j 
det d^s Integral läiigs des ÜHlbkrdses zugleich mit dem | 
des letzteren, weil sein ^.* ^l^ 

Werth durch den Ausdruck 
(6) gegeben wird, wenn 
man darin statt der obe- 
ren Grenze 9q + 2ä nur 
9?Q + jr setzt; und da die 
Wurzelgrösse auf der Pe- 
ripherie des Halbkreises 
das Zeichen nicht wech- 
selt, so reducirt sich beim 
Verschwinden des Kreisra- 
dius der Werth des Inte- 
grals auf die Summe der 
beiden geradlinigen Inte- 
grale J {oa) + J [ae). Man kann nun aber zweitens den 
zeichneten Punct a in folgender Weise umgehen , wenn ri| 
Variable von o nach einem nahe an a, aber ausserhalb ( 
scissenaxe, liegenden Puncte y gelien, dann einen ganze 
um a beschreiben und darauf von y narh e gehen lasst. 
verschwindet zwar auch das kreisförmige Integral zugLeil 
dem Badiuis, aber die Wurzelgrösse wechselt jetzt das 
und daher erhält man, wenn bei verschwindendem Rad| 
Punct y mit a zusammenfäHt , ffir den Werth des Integ] 
Differenz J {oa) — /(«^).*) Hiedurch bestätigt sich, d 

geradlinige Integral zwischen den Grenzen o und -r- in de 

nicht unzweideutig ist, wenn der Modul k aU ein reelle i 
tiver, echter Bruch angenommen wird. Dasselbe gilt vcj 

Integrale zwischen den Grenzen o und 




Aus diesem Grunde, und weil es auch eine' leicht^ 
schauung gewährt, wenn keine zwei der Kleinen tHrcontn 
dieselbe gerade Linie zusammenrollen, wollen wir lorlaul 



\ *) Weiter unten wird man sehen, dasB diej^en damit übereiii 
dass sin Ol» M lovohl für 11^=* IC ~^ iK\ alu aui^b für u :=] A' — 

Werth -r annimmt. (Vgl. die Formeln auf S. 29.) 
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nehmen, dass die Grösse j einen beliebigen complexen Werlh 
habe, und demnach die Werlhe +1, +t»— 1» — ^ 'dm-ch 

die Puncte a, b, c, d m Fig. 31 darstellen. Bezeichnet man dann 
ferner die Werthe der Integrale längs der vier Eiementarcontu- 
ren um die Puncte a, b, c, d der Reihe nach mit A, B, C, i^, so ist 



(7) 



j/ vä^z*) (1- 

yK(>=7^)(i 






*»!*)' 



und alle diese Integrale sind längs den zwischen den Grenzen 
liegenden geraden Linien zu nehmen. 

• Es wiederholen sich nun die bei dem Yorigen Beispiele an- 
gestellten Betrachtungen. Nach jedem Umlaufe um' eine Elemen- 
tareotttur wechselt die Wurzelgrösse das Zeichen, daher erhält 
auch das Integral längs eines darauf folgenden Weges das entge- 
gengesetzte Zeichen. Wird also eine Elementarcontur, z. B. die 
um a, zweimal hintereinander beschrieben, so ist der Werth des 
Integrals A — A = i), und ebenso bei den anderen. Werden 
aber irgend zwei verschiedene Elementarconturen hintereinander 
beschrieben ^ z. B. um a und b, so ist der Werth des Integrals 
A — B. Alsdann hat die Wurzelgrösse zweimal das Zeichen ge- 
wechselt; geht also jetzt die Variable in gerader Linie von o nach 
einem beliebigen Puncte z, und ist u der Werth dieses gerad- 
linigen Integrals, so wird der Werth des auf dem ganzen 
Wege' genommenen Integrals A — B + u. Man kann die bei- 
den Elementarconturen um a und b zusammen der Geraden 
oz so oft vorangehen lassen, ^-als man will, daher ist A — B eine 
der Perioden des Integrals. Da die Sache sich nun ebenso vw- 
hält, wenn man irgend zwei der Elementarconturen aufeinander 



Abschn.XXI. Ueber Functionen einer complexen Variablen etc.*S 8#. 365 



folgen Ihssi, so scheint es, dass man eben so viele Perioden er- 
hdten wird, als (He Anzahl der Ck)nibinationen der vier Eiemen- 
tarconturen zu je zwei beträgt, nämlich die folgenden sechs: 

^®^ < ^ — C, 5 — A C — 2). 

Allein zuerst erhellt leicht, dass die drei unteren sich auf die 
drei oberen reduciren, denn man hat 

B "C =^ A — C—iA-^ B) 

B — D = A-- D ^{A-^ B) 

C-- B = A-^ D -^(A-- C); 
die drei unteren entstehen also durch Verbindung der drei obe- 
ren; z. B. der Werth B ^ C würde auch entstehen, wenn man 
zuerst die Elementarconturen um a und c in positiver Richtung 
und dann die um a und b in negativer Richtung durchlaufen 
Hesse. Man kann aber ferner zeigen, dass auch die dritte Pe- 
riode A — B aus einer Verbindung der beiden ersten A — B und 
A — C hervorgeht. Um ^ig. 31. 

dies einzusehen , untersu- 
chen wir den Werth des 
Integrals längs einer ge- 
schlossenen Linie ^ welche 
aUe vier Puncte a, b, c, d 
im Innern enthält. Zu dem 
Ende beschreiben wir aus 
dem NuUpuncte als Mittel- 
punct einen Kreis, der alle 
vier Puncte umschliesst, uad 
lassen die Variable z zuerst 
in gerader Linie von o nach 
einem beliebigen Puncte f 
dieses Kreises gehen , den Kreis in positiver Richtung durchlaufea 
uad von/, wieder nach o zurückkehren; alsdann hat das Integral 
längs dieses Weges denselben Werth, wie längs der vier hinterein^ 
ander durchlaufenen Elementarconturen, weil z\«'ischen diesen beiden 
Wegen kein ausgezeichneter Punct liegt, und die beiden Weg« 
den nämlichen Anfangspunct und den nämlichen Endpunct haben, 
folglich der zweite Satz des § 83 auf sie angewendet werden' 
kann. Der Werth des Integrals längs dieses Weges ist also 




366 Abschu.XXI. UeberFuuclioaen einer complexen Variablen etc. S 84- 

A -^ B + C -- D. 
Wenn aber die Variable von dem Pancte f aas die Peripherie 
des Kreises durchlauft und wieder nach f zurückkehrt, so hat die 
Wurzelgrösse viermal das Zeichen gedrechselt. Denn, denkt man 
sich von dem Puncte f aus Elementarconturen um die vier Puncte 
a, b, c, d beschrieben, so können dieselben durch allmälige Ueber- 
gSnge in die Peripherie des Kreises umgeformt werden, ohne 
dass ein ausgezeichneter Punct überschritten wird (§ 81). Dem- 
nach hat die Wurzelgrösse bei der Rückkehr nach f denselben 
Wcrth wie beim Ausgange ; da dann- also die Wege of und fo 
mit demselben Zeichen der Wurzel durctilaufen werden, so he- 
ben die Integrale / {of) und / (fo) einander auf, und das längs 
der vier hintereinander durchlaufenen Elementarconturen genom- 
mene Integral A — B + C — D hat denselben Werth, wie längs 
der Peripherie des Kreises allein. Dieses letztere Integral kann 
man aber ermittehi. Setzt man nämlich 



pe'". 



so erhält man dafür 






pte'-)(l-A:tpt/*>) 



oder 



9o-+-2^ 






Nun ist der Werth dieses Integrals, da die Wurzelgrösse auf der 
geschlossenen Peripherie des Kreises monodrom ist, für jeden 
Werth des Radius q derselbe, wenn nur der Kreis alle die vier 
ausgezeichneten Puncte umschliesst. Man kann also auch den Ra- 
dius bis ins Unendliche zunehmen lassen, und dann hat das te- 
tegral den Grenzwerth Null. Demnach erhält man 

A — B + C— 1) ^-0. 
Hieraus folgt 

A-^D = B — C, 
oder 

(9) . . , . . A - D = [A— C) -- [A " .B)\ 
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also ist auch die dritte Periode aus den beiden 
gesetzt, sodass die sechs unter (8) aufgestellt 
schliesslich auf die zwei folgenden 

A — C und Ä — B 
reduciren. 

.Bezeichnet nun wieder u das geradlinige 
den Grenzen und einem beliebigen Werthe 
zuerst der geraden Linie die obigen beiden F 
tarconturen, jede in beliebiger Wiederholung, \ 
das giebt, wenn n und m beliebige positive o( 
Zahlen oder auch Null bedeuten, für das Integ 
vou Werthen 

n {A — C) + m [Ä — B) + u 

ferner kann man ausser diesen beiden Paaren 
turen noch eine einzige der vier Eiementarcon 
linigen Integral vorhergehen lassen; dann erh 
Reihen, nämlich wegen des nach einmaligem 
Elementarcontur erfolgten Zeichenwechsels: 

niA — C) '{' m[A-' B) + A- 
n{A — C}+m{A — B) + B' 
niA— q + miA — B) + C ' 
n{A — Cf) + miA— B) + D- 
aber diese lassen ^ch alle auf die erste reduci 
n[A — q +m(A — B) + B — u 

= n[A — C) ^{m-^D[A- B) 
niA — Cf) +m(A — B) + C—u 
=: {n-'l){A- q + m{A- B) 

endlich weil 

D = A-- (A — B) 
oder nach (9) 

2> = ^ — (^ — C) + (^ - . 
ist, 

n{A— C) +-m [A — B) + D-'U 

= [n^l)[A^C) + {m + l)[A 

Demnach sind alle Werthe, welche das Intej 
Grenzen und z auf allen möglichen Integratj 
kann, in folgenden zwei Formeln enthalten 
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und 

und es bleibt jetzt noch übrig, die Werthe von A, A — C unc 
A — B wirklich anzugeben. 

Die beiden ersten machen keine Schwierigkeit, denn es folgi 
aus (7) C = — A, demnach ist 



^]K(l-z«)(l-.Ä«) 



A-^C 



4/: ^ 



-*«z«) 



Der Werth ^qu A -^ B ist das Integral längs der beiden aufein 
ander folgenden Elementarconturen um a und b. Diesem Weg« 
kann man aber folgenden anderen substituiren: man gehe von < 
p. 31 nach einem nahe an a ge 

legenen Puncto a, be 
schreibe einen ganzen Kreif 
um a, gehe dann von a ic 
gerader Linie nach einem 
nahe bei b liegenden Puncti 
ß und beschreibe ebenfalh 
einen ganzen Kreis um h\ 
darauf gehe man wiedei 
von ß nach a zurück \axi 
endlich von a, ohne dei 
Punct a aufs Neue zu um- 
winden, nach dem Null< 
puncte. Auf diesem Weg« 
erhält das Integral denselben Werth, wie auf dem vorigen, wei 
zwischen beiden Wegen kein ausgezeichneter Punct liegt ^), un< 
beide den nämlichen Anfangspunct und den nämlichen Endpunc 
haben, also wieder der zweite Satz des § j83 angewendet werdei 




'") Würde nach der Rückkehr zum Puncte a der Punct a zum zwe 
tenmale umwunden, sa würde der Punct a sich zwischen beiden Wege 
befinden, d» bei d«r: Umformung^ des einen Weges in den anderen ^ 
9er PuuQt überschritten werden müsste. 
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kann. Nun erleidet die Wurzelgrösse bei der l 
Punctes a einen Zeichenwechsel, bei der Umkreisu 
b einen zweiten Zeichenwechsel, sie kommt alsc 
sprunglichen Zeichen in a wieder an, der Weg 
in beiden Richtungen mit gleichem Zeichen der W 
fen, und die geradlinigen Integrale J (oa) und /( 
auf. Nehmen nun die Radien der Kreise bis ins 
so verschwinden die kreisförmigen Integrale, und 
mit negativem, der umgekehrte Weg ßa dagegei 
Zeichen der Wurzel durchlaufen nird, so reducirt 
von A — ß auf den negativen und doppelten Wi 
linigen Integrals von a bis ß, d. h. wenn die I 
schwinden, der Pudct a mit a, und ß mit b zusa 

sehen den Grenzen ] und -r; also ist 



B = 



=-/. 



dz 



^(I~z«)(l--Ä:«z2) 

Jetzt hat es kein Bedenken mehr, den Moc 
reellen und positiven echten Bruch anzunehmen, < 
linigen Integrale sind jetzt nur noch zwischen de: 

und 1, ^ zu nehmen, sodass bei ihnen niemals 

neter Punct überschritten wird. Macht man nun 
so ist 



ß 



^^ = K, 



rä— 2«) (1— Ar«2*) 
und (nach § 24 (10) S. 93) 



r dz ^ __ .^, 

Jr(r=:r«)(i-^ArV) 



demnach wird 



A = 2Ä^, 
und bei beiden Perioden sind 

A — C = U\ A — B = 2iK' 

also sind alle Werthe des auf beliebigen Wegei 
Grenzen und z genommenen elliptischen Integr 

Duregre, ellipt. Funclionen. 
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z 

I - gj- 



kh^) 



in den beiden Formeln 



4nür + 2miIC' + u 
AnK + 2miK' + ^K — u 



und. 

enthalten. 

Die umgekehrte Function sin am u ist daher doppelt perio- 
disch, die Indices ihrer Perioden sind AK und 2iK' (vgl. die Be- 
merkung auf S. 24), und man erhält 

sin am [inK + 2miK' + m) = sin am u 
siri am (2 (2w + 1) IC + 2miK' — w) = sifi am u. 

Wegen der zweiten Gleichung erhält die Function sin am u inner- 
halb jeder Periode denselben Werth für zwei verschiedene Wcrthe 
von II y deren Summe entweder gleich 2K oder ein ungerades* 
Vielfaches von 2K, oder eines von diesen beiden, vermehrt um 
ein Vielfaches von 1iK\ ist. 

Auch von der doppelten Periodicität kann man sich ein geo- 
metrisches Bild machen. Zieht man nämlich eine Reihe von ge- 
raden Linien in den Abständen AK der Abscissenaxe parallel und 
eine zweite Reihe parallel der Ordinalenaxe in den Abständen 



Fig. 32. 



2K' (Fig. 32) > so wird dadurch die 
Ebene in Rechtecke eingetheilt, so- 
dass die Function sin am u in jedem 
Rechteck ihre sammtlichen Werthe 
erhält und in je zweien entsprechen- 
den Puncten verschiedener Rechtecke 
gleiche Werthe annimmt. Denn es 
sei oa = AK, ob ^^ 2K\ und in p 
habe die Variable den Werth u; macht 
man nun pp imd p'p" gleich und 
parallel oa, pp' und pp''' gleich und 
parallel ob, so hat die Variable fti 
den Puncten p, />", p" resp. die Werthe u + AK, u + liK', 
ti + 4^5^ -f liK', und folglich hat die Function sin am u in ihnen 
denselben Werth wie in p. In jedem Rechteck hat sin am u den- 



l' 


a 
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p\ 

7'i 


7* \ 






t in 1/ Ä 
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1t 
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selben Werth in zwei Pimcten, z. B. in den Puniten pl 
(lei^n Summe der Puncl r = 6Ar + 2/Ar' ist. I 

Vermittelst dieses geometrischen Hildes kann luau siel 
eine klarere Vorstellung von den im Abschnitt II und najil 
von den auf S. 28 und 29 gegebenen Formeln iiiarhiJ 
dies wenigstens an einem Beispiele zu erläutern, wollL^ti J 
tersuchen, welche Wegstrecken die Variable u nach und narlJ 
laufen muss^, wenn die Function sin am u alle reellen Wnil 
+ cx) bis — oo annimmt*;. Nehmen wir zu dem EmU- I 
Rechteck cgia sei dasjenige, in dessen vier Ecken t% fj. M 
Variable u resp. die VS^erthe o, 4A^, 2il^\ \K + 2r7i ' lialiel 
man dann die Seiten cg und ai in je vier Theile aiut ditJ 
ca und gi in je zwei Theile und verbindet die Thelljmnl 
entsprechen diesen folgende Werthe von u: I 

. lÄ" . «... 2rA" I 

. K + lÄ" m . . . A + 2i7l 

. 2K + iK' l . . . 2A + 2/1 
. ZK + iE' k , . , 3/r + 21 
. AK + iK' i ... 4Ä+ 2J 

Man kann nun aus den oben erwähnten Formeln tolgüiull 
zusammenstellen, in welclier mit v immer ein reelles Ärl 
bezeichnet worden ist: I 



c 


... 


n 


d 


. . . K 


s 


e 


...IK 


m 


f 


ZK 


t 


9 


\K 


h 



sin 


am 


{K+iK') = 


I 


sin am 


K= 1 




sin 


am 


-2K = 




sin 


am 


3/ir = - 1 




sin am 


{3K+iK')-.^ 


— 


sin 


am 


{4K+iK) = 


00 



( sin am (v + iK') = 7^ 

1 ^ ^ k Sin am t? 

I sin am [K ^ iv) := ■ — p- 

sm am iv + A) = 



i sin am {v + 2K) = — sin unA 

\ I 

( sin am {ZK + iv) = — — I 

) ^ ' d am [t 

h[ sin am [ZK + iK' + v) = ^ A 



Demnach entsprechen den Aenderungeu von sin nm u 
Wege für v: 



*) Vgl. § 67. 



24^ 
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u geht 



siu 


itm u 


nimmt ab 


von 


CX) 

1 




bis 


1 
k 




k 






1 




1 


















— 1 
1 




"" 


1 
1 




■^ k 




— 


k 




<X> 



von 


n 


nach 


s 




s 


>» 


d 




d 


9t 


e 




e 


»» 


f 




f 


9» 


t 




t 


>» 


h; 



also ist die gebrochene Linie nsdefth der Weg, den (tie Variable 
u durchläuft, während sin am u alle reellen Werthe von + oo 
bis — cx> annimmt. 

Nun giebt es aber noch einen zweiten Weg; dieser geht aus 
folj^enden Formeln hervor: 



sin am iK' = cx> 



sin am (K + iK) = 

}si 
sin am {IC + 2iK) = 1 ' 



- I sin am [v + iK') = 



k sin (tm v 

sm am {K + tK + w) =±: ^ — 



sm am [K + v + 2tK ) -^ — j 

™ ^... ^^„ ^ ^.^ , — ^ ^ ^ ^ '^ 

\&\n am{2K+ v + 2iK') =^ — sin «m » 

Sinam(3ir+2tr)=-l . ,o^_l-iz'^M ^am{v,U) 

( sm am {^K + lÄT +iv) = p!—^ 

^ ^ kl sin am (SAT + v + tIC ) c=: — -. 

sin am {4^K • 






demnach hat man folgendes: 
sin am u nimmt ab 



von 


oo 
1 


bis 


l 

Ar 




T 


»» 


1 




1 


») 










9i 


— 1 




— 1 

1 


" 


1 

k 




k 


»» 


oo 





U j 


?eht 




ron 


n 


nach 


Ä 




s 


99 


m 




m 


»» 


/ 




l 


»> 


k 




k 


>» 


t 




t 


>» 


K 



und man erhält für den Weg von u zweitens die gebrochene Li- 
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nie nsmlkth. Endlich kann man auf ])m(]en Wegen statt der 
Strecken ns und th auch resp. ws und itv substituiren ; denn in 
n; ist M = 2i5r + lAT', und man hat einerseits 

sin am {2K + iK') = oo\. .^^ 

1 > sm am (AT + z; + lii ) = j , 

sin am [K + iE') =± ) *«o««««^ 

andererseits 

sin am [2K + iE') = <x> 

sin am {3K + iK) = — y 



sin am [2K + v + iE') 



1 



k sin am o ' 



also durchläuft sin am u auf den Wegen ws und wt resp, die.reel- 
len Werthe von cx) bis t^ und von oo bis — -r» sodass man auch 
noch die beiden gebrochenen Linien wsdeftw und msmJklw erhält 



Fig. 32. 



Geht man aus dem Rechteck cgia 
heraus, so kann man für die reelle 
Werthänderung von sin am u auch 
noch den Weg nsdcctsn angeben, 
weil u und sin am u gleichzeitig das 
Zeichen ändern. 

Die Function sin am u erhält, wie 
wir wissen, im Allgemeinen jeden 
ihrer Werthe in zwei verschiedenen 
Punclen des nämlichen Rechtecks; 
schliesst man die Puncte der Gera- 
den ai aus, weil in dieser die Werthe 
von u gerade um den Index 2iE' der imaginären Periode grösser 
sind, als in den entsprechenden Puncten der Geraden cg, so sind 
die Strecken, auf welchen die Function sin am u gleiche reelle 
Werthe erhält, folgende: . - 
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sin am u geht von 



J_ 

k 
1 


— 1 

k 



bis -r auf ns und ws 




— 1 

Ar 

cx> 



sd 

de 
ef 

fi 
th 



sm 

de 

gf 

kt 
tw. 
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Mau sieht lajeraus zu^ch, dass in den vier Puncten d {u = K, 
sin amu = 1), f {u = Z£C, sin am m == — 1), 5 (m = A' + lÄ", 

sin am u = ^) und t (ti = 3Ar + iIC\ sin am w = — j) je 

zwei entsprechende Puncte zusammenfallen, woraus man noch den 

Schluss ziehen kann, dass jede zwei 
entsprechende Puncte so liegen müs- 
sen, dass ihre Verbindungslinie durch 
einen der zwei Puncte, s oder t, hin- 
durchgeht und von ihm halbirt wird. 
Es hat keine Sclmierigkeit, diese 
Betrachtungen auch auf cos am u und 
jd am u auszudehnen , w as hier je- 
doch nicht ausgeführt werden soll; 
zu bemerken ist nur, was schon § 8. 
S. 24 angegeben wurde, dass bei 
cos am u die einfachsten Perioden 4^ 
und 2£^ + 2«Ä'' und bei jd amu 2Ar und AiK' sind. Daher sind 
alle Werthe von cos am u in dem Parallelogramm oarr (Fig. 32) 
und alle Werthe von ^ am ü in dem Rechteck od ah' enthalten. 
Ausserdem ist dabei zu berücksichtigen, dass abgesehen von den 
Perioden auch 



l' 


Fig 


32. 
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cos am {ilC — u) =z cos am u, ^ mm [2^ — u) = ^ am u 



ist. 



Vorstehendes möge zu dem doppelten Zwecke, der hier vor- 
lag, genügen. Es kam zuerst darauf an, die Schwierigkeiten zu 
entfernen, welche die Definition der elliptischen Function als Um- 
kehrung des elliptischen Integrals unzweifelhaft darbietet, sobald 
man nicht complexe Integrale mit in Betracht zieht*). Es ist ge- 
zeigt worden, dass Integrale algebraischer Functionen, wenn man 
die Variable nicht bloss alle reellen, sondern auch alle möglichen 
«tetig aufeinander folgenden complexen Werthe zwischen zwei be- 
stimmten Grenzen durchlaufen lässt, unendlich viele verschiedene 
Werthe annehmen uiwl durch ihre Umkehrung periodische Func- 
tionen erzeugen können; ferner, dass man mit Hülfe der geo- 



*) Vgl. die erste Note auf 8. 4. 



Abschn.XXI. IVbor Fuuclium>n oiner coinplexon Variablen elc. % 84* 375 

metrischen Darstellung der imaginären Grössen eine deutliche Vor- 
stellung von der doppelten Periodicitäl und von dem Uebergange 
vom UeeNen zum Imaginären gewinnen kann. Die zweite Ab- 
sicht, die den in dem letzten Abschnitte angestellten Betrachtun- 
gen zum (ürunde lag, ging dahin, auf die grosse Bedeutung hin- 
zuweisen, welche die Einfuhrung complexer Variablen auf die 
Theorie der Functionen überhaupt, besonders der elliptischen und 
Aberschen Functionen hat. Es mag nun für das weitere Stu- 
dium zunächst der elliptischen Functionen von diesem Gesichts- 
puncte aus auf die schon erwähnte Schrift von Briot und Bou- 
qnet verwiesen werden. 






Berichtigungen. 
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S. 24. Z. 5. V. tu statt 2iK lies 2?jr'. 

S. 46. Z. 11 „ ± ^ und + OO ije« + OO und + cx>. 

^ ft 117. Z. 3 und 4 y. u. statt sin <j, sin $ „ sin <r sin $, 

S. 144. Ueberschrift ,, Abschn. X „ Abschn. XI. 

^8. 191, Z. 2 „ u „ V. 

**i " 8. 216. Z. 12. Hinter „Aus diesen" lies „und ähnlichen". 

8. 221. Z. 2. statt (1 + 2^ co82^q+ ^ ^^®* C^+^fi' ^^25^ + ^ ^* 

2Ä — 1 
8. 245. Z. 8. . In 1 -|- 9 ist das Minuszeichen nicht ausgedruckt. 

8. 328. Z. 14 V. o. statt 2^ lies /*. 

8. 366. Z. 5 V. u. Die Gleichung A — B + C -- J> s=: Mgt eigent- 
lich schon aus den Formeln (7) S. 364; die im Text mitge- 
theilte Ableitung gilt aber zugleich für den Fall, dass an die 
Stelle der paarweise gleichen und entgegengesetzten Grössen 

+ 1, — ^» 4" T» — T. ilT®*^^ ^^^ beliebige Grössen treten. 
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